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Ksztalcenie matematyczne to nic
innego, jak rozwijanie aktywno-
sci matematycznej ucznia

Anna Zofia Krygowska®

Nauczanie oraz uczenie sie matematyki nieprzerwanie absorbuje szerokie
grono ludzi zainteresowanych pracg szkoty. Analiza wynikéw osiggnie¢
edukacyjnych uczniéw z zakresu matematyki® w badaniach miedzynarodo-
wych nadal daje niezadawalajgcy obraz jakosci ksztatcenia matematycznego
na $wiecie. Tak tez dzieje sie w naszym kraju, gdzie krytyka nauczania mate-
matyki dotyczy réwniez edukacji wezesnoszkolnej*. Gdzie tkwi problem? Czy
nie potrafimy znalez¢ rozwigzan wspierajgcych uczniow w rozwijaniu kompe-
tencji matematycznych, czy moze wymagania co do efektow ksztalcenia mate-
matycznego zmieniajg sie jak w przystowiowym kalejdoskopie? A moze to, co
dotychczas wybrzmiato w przestrzeni publicznej, nie zostato wlasciwie wyko-
rzystane? Poszukiwanie odpowiedzi na te i wiele innych pytan z zakresu ksztat-
cenia matematycznego kieruje naszg uwage na poglady profesor Anny Zofii
Krygowskiej dotyczgce nauczania najmtodszych ucznidw, czyli tych, ktérzy roz-

2 M. Ciosek, O wplywie Anny Zofii Krygowskiej na dydaktyke matematyki w swiecie,
»Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego”, seria V: ,Dydaktyka Matema-
tyki”, 28 (2005) s. 147.

3 PISA — Program Miedzynarodowej Oceny Umiejetnosci Ucznidw; TIMSS — Miedzy-
narodowe Badanie Wynikéw Nauczania Matematyki i Nauk Przyrodniczych.

4  E.Gruszczyk-Kolezyriska, O kryzysie edukacji matematycznej dzieci. Rozpaczliwe
wotanie o dziatania naprawcze, ,Matematyczna Edukacja Dzieci”, 1 (2016) s. 5-40;
D.Klus Stanska, M. Nowicka, Sensy i bezsensy edukacji wczesnoszkolnej, War-
szawa 2013; ]. Filip, T. Rams, Dziecko w Swiecie matematyki, Krakéw 2000; G. Tre-
liniski, Integracja nauczania — uwarunkowania, praktyka, w: Matematyczna eduka-
cja wezesnoszkolna. Teoria i praktyka, red. Z. Semadeni, E. Gruszezyk-Kolczynska,
G. Trelinski, B. Bugajska-Jaszczot, M. Czajkowska, Kielce 2015, s. 197 — 223?97,
M. Dabrowski, Edukacyjna codziennos¢ klasy trzeciej, w: Badanie umiejetnosci pod-
stawowych ucznidw klas trzecich klas szkoty podstawowej. Nauczyciel ksztatcenia
zintegrowanego 2008 — wiele réznych $wiatéw?, red. M. Dagiel, M. Zytko, Warszawa
2009, s. 125-17522?%; A. Kalinowska, Wyniki badan trzecioklasistéw jako diagnoza
kontekstéw nauczania matematyki w klasach najmtodszych, ,Ruch Pedagogiczny”,
2 (2014), s. 147-156.



Aktywnosé matematyczna dziecka w ujeciu profesor Anny Zofii Krygowskiej

poczynajg przygode z matematyka na poziomie doswiadczania jej w sytuacjach
konkretnych, z wykorzystaniem intuicji, na ktorych nie cigzg wyuczone mecha-
nizmy rozwigzywania zadan matematycznych®.

Analizujac poglady prof. Krygowskiej na nauczanie matematyki, skon-
centruje sie na tych aspektach jej dziatalnosci naukowo-dydaktycznej, ktére
odnoszg sie do edukacji szkolnej, czyli tych swiadomie przekazywanych przez
nauczyciela zabiegajgcego o rozwéj matematyczny swoich uczniow na pierw-
szym etapie edukacyjnym. Celem artykutu jest aktywnos$¢ matematyczna
dziecka jako ten aspekt, bez ktérego w zaden sposéb nie mozemy rozstrzygac
o swiadomym i aktywnym uczeniu sie. Zanim jednak zaglebimy sie w poglady
prof. Krygowskiej, przyblize postac tej znamienitej uczone;j.

Sylwetka Anny Zofii Krygowskiej i jej dzialalnosé¢ naukowo-
-dydaktyczna

Wielka uczona, wspaniaty matematyk, genialny dydaktyk —to okreslenia, ktére
w niewielkim stopniu oddajg dziatalnos¢ twoérczyni nowoczesnej dydaktyki
matematyki prof. Anny Zofii Krygowskiej (ur. 19 wrzesnia 1904 r. we Lwowie —
zm. 16 maja 1988 r. w Krakowie). Od wczesnych lat swojego zycia Krygowska
interesowata sie matematykg i mimo zdolnosci humanistycznych podjeta stu-
dia matematyczne na Uniwersytecie Jagiellonskim (1923-1927). Po ich ukon-
czeniu pracowata jako nauczycielka matematyki w krakowskich szkotach. To
wiasnie ten okres zawodowy, a takze wezesniejsze doswiadczenia zwigzane z taj-
nym nauczaniem podczas drugiej wojny swiatowej oraz udzielanymi w latach
licealnych korepetycjami, zwrdcily jej uwage na napotykane przez innych trud-
nosci podczas uczenia sie matematyki. Helena Siwek tak pisata o tym okresie
w zyciu Krygowskiej:

Doswiadczenie tam zdobyte czynily z niej mistrza w przewidywaniu
trudnosci uczniow, w planowaniu ciekawych i gleboko uzasadnionych

5  Z.Krygowska, Miedzynarodowa Konferencja w Sprawach Nauczania Matematyki
w Krakowie, ,Roczniki Polskiego Towarzystwa Matematycznego”, seria Ii: ,Wiado-
mosci Matematyczne”, 4 (1961) nr 3, s. 291.
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w matematyce i psychologii propozycji dydaktycznych, w dotarciu z wie-
dza matematyczng do kazdego ucznia®

Nalezy zaznaczy¢, ze Krygowska doswiadczeniem praktycznym kierowata
sie przez caly okres dziatalnosci naukowej. W swojej pracy koncentrowata
sie na koncepcjach ksztatcenia nauczycieli, rozwoju badan w zakresie dydak-
tyki matematyki oraz na dziataniach zwigzanych z reformowaniem naucza-
nia matematyki w Polsce. Liczne artykuly w czasopismach naukowych i meto-
dycznych, sprawozdania z konferencji, rozdziaty w ksigzkach dla nauczycieli
matematyki, autorskie i wspdtautorskie podreczniki do matematyki, popula-
ryzowanie matematyki i poglagdéw na jej nauczanie podczas wyktadéw telewi-
zyjnych dla nauczycieli szkét srednich i podstawowych, w tym dla nauczycieli
nauczania poczgtkowego, promowanie licznych prac doktorskich z zakresu
dydaktyki matematyki, a takze opieka naukowa nad piecioma habilitacjami —
to dowody jej zaangazowania w nieprzerwane dgzenie do poszukiwania sku-
tecznych rozwigzan w obszarze ksztalcenia matematycznego. Jednym z jej
licznych sukceséw jest powotanie w 1958 r. Katedry Nauczania Matematyki
(pdzniejszej Katedry Dydaktyki Matematyki), ktéra kierowata do czasu przej-
Scia na emeryture w 1974 r. To dzieki jej staraniom dydaktyke matematyki
zaczeto postrzegaé jako dyscypline naukows, nie za$ ,stabszg” krewng mate-
matyki teoretycznej’. Na tamach ,Dydaktyki Matematyki” profesor Krygow-
ska tak pisata o tej waznej kwestii:

Dydaktyka matematyki jest nauka, ktorej problematyka obejmuje wszelkie
zagadnienia zwigzane z uczeniem sie i nauczaniem matematyki. Rozwija sie
ona dzis jako nauka autonomiczna, cho¢ badania prowadzone w tej dziedzi-
nie majg w duzej mierze charakter interdyscyplinarny. Jakkolwiek specyfika
uczenia sie i nauczania matematyki nie pozwala na catkowite ich wigczenie
do zadnej z innych rozwinietych juz dyscyplin, to te problemy pojawiajg sie
i s3 rozwazane na granicach tak réznych przedmiotowo i metodologicznie
nauk, jak matematyka, jej metodologia i historia, psychologia, informatyka,
cybernetyka, lingwistyka. Rozwigzywanie takich zagadnierr granicznych

6 H.Siwek, Profesor Krygowska — niezwykty cztowiek, tytan pracy, ,Roczniki Polskiego
Towarzystwa Matematycznego. Seria v: Dydaktyka Matematyki’, 28 (2005) s. 85.

7 Taz Anna Zofia Krygowska — w stulecie urodzin, ,Matematyka”, 6 (2004) s. 4-11.
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wymaga integrowania réznych metod badawczych — od analiz teoretycz-
nych poczawszy do metod empirycznych rozmaitych typow®,

Dziatalnos¢ naukowg Krygowskiej dostrzezono takze poza granicami
naszego kraju. W 1956 r,, podczas wystgpienia na konferencji UNESCO w Gene-
wie poswieconej modernizacji nauczania matematyki, profesor wygtosita refe-
rat na temat autorskiej koncepcji nauczania matematyki, czyli nauczania
czynnos$ciowego tego przedmiotu. Zaprezentowang koncepcje przyjeto z wiel-
kim entuzjazmem, a sam Jean Piaget gratulowat prelegentce, podkreslajgc
zgodnosc¢ zaprezentowanego pomystu z jego kognitywng teorig rozwoju czto-
wieka’. Uczestnictwo w konferencjach miedzynarodowych utwierdzito Kry-
gowska w przekonaniu, ze dostrzegana przez nig koniecznos¢ modernizacji
nauczania matematyki jest zbiezna z tendencjami $wiatowymi co do kierunku
i koniecznosci ich realizacji. Profesor byta przekonana, ze wskazywana przez nig
potrzeba aktywizowania ucznidw w procesie poznawania matematyki jest jed-
nym z priorytetéw tych zmian'’.

Kolejne wazne wystgpienie prof. Krygowskiej na arenie miedzynarodowej
odbyto sie w 1970 r. w Nicei, kiedy poproszono ja o wygloszenie wykladu w cze-
Sci plenarnej. Jako jedyna Polka zostata w taki sposob wyrdzniona i uhonoro-
wana. Méwita wtedy o bardzo waznej kwestii, ktéra wedtug niej stanowi pod-
stawe powodzenia w nauczaniu matematyki, czyli o ksztatceniu przysztych
nauczycieli tego przedmiotu. Zresztg kazde z wystgpienn prof. Krygowskiej
na kongresach i konferencjach miedzynarodowych odbijato sie szerokim echem
w Swiecie nauki. Poruszata ona kwestie rozwijania aktywnosci matematycznej
uczniéw (Moskwa 1966), znaczenia tekstu matematycznego w nauczaniu (Lyon
1969), wyboru probleméw badawczych w zakresie dydaktyki matematyki (Bay-
reuth 1971) oraz autorskiej koncepcji dydaktyki matematyki jako nauki (Exter
1972), ksztatcenia dzieci i mtodziezy w wieku 10-16 lat (Karlsruhe1976), naucza-
nia geometrii (kongres belgijskich nauczycieli 1961), roli rachunku w naucza-
niu matematyki (Arlon 1968), rozwijania rozumowania matematycznego czy

8 Z.Krygowska, Gtéwne problemy i kierunki badan wspétczesnej dydaktyki matema-
tyki, ,Dydaktyka Matematyki”, 1 (1982) s. 14.
9 M. Ciosek, O wplywie Anny Zofii Krygowskiej.
10 Tamze.

435



436

Lidia Pawlusiriska

identyfikowania probleméw nauczania matematyki (Knokke 1970, 1972). Swoja
uwage skierowata réwniez na modernizacj¢ nauczania poczatkowego (Buda-
peszt 1962) czy nauczania matematyki w szkole podstawowej (Wyszegrad 1974)
i wiele innych'. W jej dziatalnosci odnajdujemy wazne okresy zwigzane z pracg
w zagranicznych instytucjach naukowych, roztaczaniem opieki nad zagra-
nicznymi stazystami przyjezdzajacymi do Krakowa, wspétpracy z czasopi-
smami zagranicznymi (,Educational Studies in Mathematics” czy ,Recherches
en Didactique des Mathematiques”) oraz publikacjami w jezykach obcych (55
prac w jezykach angielskim, czeskim, francuskim, hiszpanskim, japoriskim, nie-
mieckim, rosyjskim, rumunskim, wegierskim i wloskim). Waznym elementem
dziatalnosci naukowo-dydaktycznej prof. Krygowskiej byta takze rozpoczeta
w 1958 1. wspolpraca z Miedzynarodowg Komisjg do Spraw Studiowania i Ulep-
szania Nauczania Matematyki CIEAEM. Celem, jaki przyswiecat i przyswieca
pracom komisji, jest ulepszanie nauczania matematyki. Jej gtéwng dziatalno-
Scig jest organizowanie konferencji, na ktérych nauczyciele matematyki, peda-
godzy, psychologowie i dydaktycy matematyki z réznych stron $wiata dzielg
sie rezultatami swojej pracy. Ostatnia konferencja CIEAEM odbyta sie w sierp-
niu 2023 r. w Malmé w Szwecji. Tym razem celem spotkania uczyniono mate-
matyczne praktyki w jej nauczaniu oraz edukacyjne praktyki matematyczne
w powigzaniu z innymi praktykami, w tym takze ze szkolnictwem zawodowym,
sztukg i aktualnymi zjawiskami spotecznymi'?

Prof. Krygowska byta niezwykle ceniong osobg w Polsce i poza jej granicami.
Uczeni z catego swiata, ktorych prace poruszaty tematyke uczenia sie i naucza-
nia matematyki, podkreslali jej niezwykle zaangazowanie i profesjonalizm.
Prof. Josette. Adda pisata, ze Krygowska uczynita nauczanie swojg pasjg i potra-
fita te pasje przekaza¢ innym. Prof. Henri Wermus uwazat, ze polska dydak-
tyk jest przyktadem wielkiego pedagoga, ale takze osobowoscig wyposazong
w autentyczny humanizm, prof. Hans Freudenthal kolei w przedmowie do swo-
jej ksiazki Mathematics as an Educational Task skierowat stowa podziekowania

dla prof. Krygowskiej ,za wszystko, czego miat okazje sie od niej nauczyc”".

11 Tamze, s. 131-135.
12 Strona CIEAEM, https://sv-se.euinvajo.com/event/cieaem/cieaem?74, dostep: 15.03.2023.
13 M. Ciosek, O wplywie Anny Zofii Krygowskiej.
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Aktywnosci uczniow w procesie uczenia si¢ matematyki

Profesor Krygowska juz w latach siedemdziesigtych ubieglego stulecia pisata:
,Chcemy bowiem dzi$ nie tylko uczyé matematyki, chcemy ksztalci¢ przez mate-
”14

matyke”'*. Ksztalcenie przez matematyke rozumiata jako koniecznosé wyko-
rzystania specyficznych cech matematyki do intelektualizacji postaw mtodego
cztowieka, by swiadomie mégt wykorzystywac teoretyczne myslenie do rozwig-
zywania problemdéw matematycznych i tych wystepujacych poza matematyka.
Wskazywata na koniecznosé rozwijania intuicji numerycznych, wielkosciowych
i przestrzennych niezbednych do catosciowego ujmowania otaczajgcej nas rze-
czywistosci. Dostrzegata potrzebe ksztalttowania umiejetnosci postugiwania sie
jezykiem matematyki oraz znajomosci specyficznych dla matematyki metod,
ktore sa szeroko wykorzystywane w $wiecie technologii, a bez znajomosci kto-
rych korzystanie z tychze technologii bytoby utrudnione. Silnie akcentowata
koniecznosé opanowania technik uczenia si¢ matematyki oraz korzystania
z réznych zrédet matematycznych, niezbednych — wedtug niej — do wypraco-
wania 0golnych technik uczenia sie, gdyz w epoce, w ktorej ,state uczenie sie jest
forma bycia cztowiekiem”, umiejetnosci te sa nieodzowne. Uwazata wreszcie, ze
matematyczne ksztatcenie szkolne, mimo ze ograniczone co do zakresu tresci,
nie powinno zamykac drogi do dalszego ksztatcenia matematycznego, jesli tylko
bytoby ono zgodne z zyciowymi planami ucznia'®. Uzasadniajgc w taki sposéb
koniecznosé ksztatcenia matematycznego, jednoczesnie okreslata nauczanie
matematyki nie jako przekazywanie a priori przyjetych tresci nauczania czy
opanowanie procedur matematycznych z mozotem wypracowanych podczas
zaje¢ szkolnych, ale jako dziedzine, ktdrej doswiadczanie podczas uczenia sie
daje szerokie mozliwosci jej zastosowania — przede wszystkim umozliwia trans-
fer na inne dziedziny wiedzy. Wyraznie akcentowata, ze nauczanie nalezy rozu-
mie¢ jako sterowanie uczeniem sie matematyki'®.

Poszukujgc odpowiedzi na pytanie o ksztatt nauczania matematycznego,
prof. Krygowska sformutowata trzy poziomy celow, ktore jej zdaniem okreslajg

14 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, cze$¢ 1, Warszawa 1979, s. 13.
15 Taz, Koncepcje powszechnego matematycznego ksztatcenia, Krakéw 1981, s. 48—49.
16 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czes¢ 2, Warszawa 1977, s. 14.
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ksztatt edukacji matematycznej. Pierwszy poziom obejmuje podstawowe wia-
domosci i umiejetnosci w dziedzinie matematyki, czyli te, ktére obecnie odnaj-
dziemy w podstawach programowych ksztatcenia ogdlnego dla danego etapu
edukacyjnego. To nic innego jak tresci nauczania sformutowane w jezyku
wymagan, np. porownuje liczby, mnozy i dzieli w pamieci w zakresie tabliczki
mnozenia, opisuje rozwigzanie zadan za pomocg dziatan, réwnosci z okienkiem,
rysunkiem lub w inny wybrany przez siebie sposéb, stosuje znaki: <, =, >, obli-
cza obwody prostokagtow'”. Drugi etap obejmuje postawy i zachowania wta-
Sciwe dla aktywnosci matematycznej oraz pewnej swiadomosci uczniéw doty-
czgcej niektorych elementéw matematycznej metodologii, takich jak aktywna
postawa wobec problemdéw matematycznych oraz dyspozycja do ich dostrze-
gania i formulowania, umiejetnos¢ postugiwania sie pewnymi strategiami
podczas rozwigzywania problemdéw, pewien poziom wyobrazni przestrzen-
nej zorganizowanej geometrycznie, aktywna postawa w toku poszukiwania
uzasadnien i rozumienie ich sensu, czy te wprost zapisane w podstawie pro-
gramowej, takie jak rozwijanie umiejetnosci krytycznego i logicznego mysle-
nia, rozumowania, argumentowania i wnioskowania'®, Postawy i zachowania
wiasciwe dla aktywnosci matematycznej rozwijaja si¢ (i powinny sie rozwijac)
stopniowo w toku uczenia sie tresci i ksztattowania umiejetnosci okreslonych
podstawg programowa. Trzeci, najwyzszy w hierarchii poziom celow obejmuje
postawy i zachowania intelektualne funkcjonujgce poza aktywnoscig mate-
matyczng, rozwijane przez transfer oraz dostosowanie postaw i specyficznych
zachowan do innych dziedzin aktywnosci ludzkiej'. Osiggniecie tego poziomu
celow prof. Krygowska uznata za najwyzszy cel podejmowania dziatan w zakre-
sie nauczania matematyki. Wskazujgc kolejne pietra ,wtajemniczenia” w istote

17 Rozporzadzenie Ministra Edukacji Narodowej z dnia 14 lutego 2017 r. w sprawie
podstawy programowej wychowania przedszkolnego oraz podstawy programo-
wej ksztatcenia ogdlnego dla szkoty podstawowej, w tym dla uczniéw z niepetno-
sprawnoscig intelektualng w stopniu umiarkowanym lub znacznym, ksztatcenia
ogdlnego dla branzowej szkoty I stopnia, ksztatcenia ogélnego dla szkoty specjalnej
przysposabiajacej do pracy oraz ksztalcenia ogélnego dla szkoty policealnej (Dz.U.
Z 2017 1., pOZ. 356).

18 Tamze.

19 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej, ktére powinny odgrywac znaczqcq role
w matematyce dla wszystkich, ,Dydaktyka Matematyki”, 6 (1986) s. 25-41.
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ksztalcenia matematycznego, przestrzegata nas przed zbytnim koncentrowa-
niem sie na realizacji celow z pierwszego poziomu. Zwracata uwage, ze przyswa-
janie wiadomosci i ksztattowanie umiejetnosci nie jest rownoznaczne z ksztat-
towaniem postaw i zachowan wtasciwych dla aktywnosci matematycznej, a juz
na pewno nie jest réwnoznaczne z realizacjg celéw poziomu trzeciego°.

Jednak nawet najwznioslejsze cele nie gwarantujg sukcesu, gdy brakuje
zaangazowania w ich osiggniecie. Krygowska przekonywata nas, ze zasada
aktywnego i swiadomego udziatu ucznia w procesie nauczania jest przewod-
nia i stanowi warunek konieczny do realizacji innych zasad nauczania®' formu-
towanych w teoriach pedagogicznych. To wlasnie zasada swiadomego i aktyw-
nego udziatu ma zagwarantowac, ze uczacy sie z pelnym zaangazowaniem swej
wyobrazni i myslenia oraz sSwiadomie, przy pelnym rozumieniu kolejnych czyn-
nosci konkretnych, wyobrazonych i umystowych bedzie wyzwalat aktywnosé
matematyczng. A te prof. Krygowska uwazata za jeden z najwazniejszych celow
nauczania matematyki*’. Podkresla, ze

im bardziej racjonalnie z punktu widzenia matematyki i psychologii orga-
nizujemy poglagdowe podstawy matematyki elementarnej, im poprawniej

ukierunkowujemy te pogladowos$¢ w strone wlasciwej matematyzacji, tym

pelniej i tatwiej aktywizujemy wyobraznie matematyczng i myslenie mate-
matyczne ucznia®®,

Jednoczesnie wskazywata, ze przyjmujac jako wiodgcg zasade swiadomego
i aktywnego udziatu ucznia w procesie nauczania, koncentrujemy naszg uwage
na ksztattowaniu technik uczenia sie matematyki. To wiasnie uczenie sie mate-
matyki czyni aktywnos¢ ucznia zorganizowang>*.

Wsréd pojawiajgcych sie w toku uczenia sie matematyki aktywnosci
uczniéw prof. Krygowska wyszczegdlnita przejmowanie i asymilowanie wie-
dzy matematycznej, np. w formie wyktadu, tekstu matematycznego, dysku-

20 Tamze,s. 27.

21 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, czes¢ 2, s. 3.
22 Tamze.

23 Tamze.

24 Tamze.
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sji czy filmu matematycznego, ¢wiczenia elementarnych sprawnosci mate-
matycznych, rozwigzywania zadan z zastosowaniem opanowanych metod
matematycznych, redagowania tekstow matematycznych, zapisywania nota-
tek, ilustrowania schematami sytuacji zadaniowych czy ksztattowania umie-
jetnosci postugiwania sie jezykiem matematycznym. Szczegdlng uwage poswie-
cita kategorii ,aktywnos$¢ tworcza”. Uwazala, ze uczen jest tworczy na lekcjach
matematyki, gdy dostrzega i formutuje problemy, konstruuje i definiuje poje-
cia, odkrywa subiektywnie nowe twierdzenia, uogdlnia oraz stosuje matema-
tyke do rozwigzywania probleméw z innych dziedzin, w tym takze w sytuacjach
niestandardowych?®. Z t kategorig prof. Krygowska mocno wigzata wazne dla
dziatalnosci matematycznej aktywnosci i wskazywata je jako mozliwe do pro-
wokowania na kazdym poziomie nauczania. Wsréd nich wyrdznita: dostrzega-
nie i wykorzystywanie analogii, schematyzowanie, definiowanie pojeé, interpre-
towanie i racjonalne wykorzystywanie definicji, dedukowanie i redukowanie,
kodowanie, konstruowanie i racjonalne stosowanie jezyka symbolicznego, algo-
rytmizowanie oraz racjonalne postugiwanie sie algorytmami®®. Nazywata je
aktywnosciami matematycznymi i przestrzegata przed ich wzajemng izolacja.
Uzasadniata, ze w toku pracy tworczej ucznia aktywnosci te przenikaja sie wza-
jemnie i czesto uzupetniajg, co jest ich niewgtpliwg zaletg.

Aktywnosci matematyczne dziecka
Dostrzeganie i wykorzystywanie analogii

W opiniach matematykéw analogia i jej wykorzystywanie stanowi istotny
mechanizm matematycznej twoérczosci — tak przekonywata nas prof. Krygow-
ska, odwotujgc sie do stéw jednego z najwybitniejszych polskich matematy-
kow, Stefana Banacha. Dodawate, ze matematycy stale postuguja sie analogia
na kazdym poziomie swoich rozwazan, tj. na intuicyjnym w obrebie zaryso-
wujacych sie idei oraz na poziomie formalnym wtedy, gdy identyfikujg struk-
tury na podstawie morfizméw?’. Powszechnos¢ analogii w dziatalnosci mate-

25 Tamze, s. 14.
26 Z.Krygowska, Elementy aktywnosci matematycznej.
27 Tamze.
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matycznej jest niepodwazalna, zresztg w innych dziedzinach réwniez. Analogia
powinna zatem pojawic sie w nauczaniu matematyki jako narzedzie myslenia
i badania, jako narzedzie umozliwiajgce uczniom porzgdkowanie w ich umy-
stach tego, co dostrzegajg w otaczajgcej rzeczywistosci.

Nie tylko na gruncie matematyki podejmowano wiele préb definiowa-
nia analogii. Poczagtkowo byta ona definiowana jako proporcja, czyli réwnosé
stosunkéw a : b = ¢: d, gdy na podstawie trzech danych wielkosci mozemy
wyznaczy¢ czwartg”®. Analogia to (z gr.) podobieristwo, odpowiednio$é. George
Polya, uwzgledniajgc etymologiczne pochodzenie terminu, wskazywal, Ze jest
to podobienstwo pewnego rodzaju, czyli takie, ktore w rozpatrywanych obiek-
tach umozliwia wskazanie pewnych relacji pomiedzy ich elementami®’. Jan
Filip i Tadeusz Rams uzupetnili, ze w matematyce analogie mozemy rozpatry-
wac w kilku sytuacjach, np. wtedy, gdy dostrzega sie te same relacje miedzy ele-
mentami rozpatrywanych obiektow (relacja rownolegtosci bokow w kwadracie
oraz krawedzi w szescianie), oraz gdy miedzy rozpatrywanymi obiektami wska-
zujemy odwzorowanie zachowujgce pewne relacje (relacja inkluzji miedzy kwa-
dratem i prostokgtem oraz szescianem i prostopadtoscianem)®’.

Odnoszac analogie do sytuacji szkolnych na pierwszym etapie edukacyj-
nym, najprosciej mozemy powiedzie¢, ze uczen stosuje analogie wowczas, gdy
na podstawie dostatecznie sobie znanego faktu matematycznego orzeka o innym,
ktory jest do niego podobny. Aby mogt tego dokonaé, musi znaé cechy pierwszego
i dostrzegac je w tym drugim oraz wyszczegdlni¢ w pierwszym te wasnosci, ktére
zamierza przypisac drugiemu (np. gdy uczniowie, uzupetniajgc tabelki funkeyjne
na dodawanie, stawiani sg przed koniecznoscig uzupetnienia tabelek funkcyj-
nych na odejmowanie). Prof. Krygowska podkreslata, ze juz na poczatku naucza-
nie matematyki nie bytoby mozliwe bez wykorzystywania analogii*":

Uogdlnienia i wielkie syntezy, tak charakterystyczne dla wspétczesnej
matematyki, to wyrazone jezykiem matematycznym analogie. Zmyst

28 J. Konior, Wnioskowanie przez analogie i potrzeba jego rozwijania w edukacji mate-
matycznej, ,Nauczyciel i Szkota”, 1-2 (2004) s. 71.

29 G.Polya, Jak to rozwigzac?, ttum. L. Kubik, Warszawa 1964.
30 J.Filip, T. Rams, Dziecko w Swiecie matematyki, s. 36-37.

31 Tamze.
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analogii odgrywa zasadniczg role w rozwijaniu sie naszej intuicji w dzie-
dzinie matematyki®2

Krygowska rekomendowata analogie jako te aktywno$¢, ktora otwiera sze-
rokie mozliwosci rowniez przed uczniami stabszymi. Dostrzega, ze wykorzy-
stywane przez nich proste podobienistwa i skojarzenia moga stanowi¢ pod-
stawe formowania sie elementarnych poje¢. Ponadto poszukiwanie tego, co
sie zmienia w pewnych transformacjach rozpatrywanych obiektow, prowa-
dzi do analogii strukturalnej, analogia procedur moze zas by¢ wykorzystywana
do ksztalttowania umiejetnosci swiadomego postugiwania sie metodami mate-
matycznymi®’, Uczona pisata:

[..] na kazdym kroku, dokota kazdego elementu tresci nauczania mozna
koncentrowaé rozmaite aktywnosci uczniow, ukierunkowane na percepcje
specyficznej analogii, istotnej w danej sytuacji, na transfer wlasnosci z jed-
nej sytuacji do innej, ujetej jako analogiczna, na uogélnienia, na hipotezy,
na dostrzeganie nowych probleméw itp.**.

Z calg stanowczoscig twierdzi tez, ze aby rozwijac¢ zmyst analogii u uczniéw,
powinnismy zaniecha¢ demonstrowania im analogii na przyktadach. Tu
konieczna jest taka organizacja zaje¢, ktora prowokuje naszych uczniéw
do dostrzegania analogii i ich wykorzystywania®®.

Matematyzacja i schematyzacja

Za jedng z gléwnych aktywnosci matematycznych prof. Krygowska uzna-
wata matematyzacje. Polega ona na porzgdkowaniu wszystkiego, co nas otacza,
za pomocg matematycznych srodkéw. Matematyzacje postrzega sie rowniez jako

proces odpowiadajgcy za ,transformacje” dostrzezonej rzeczywistosci w abstrak-

32 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, czesé 1, s. 13.
33 Taz Elementy aktywnosci matematycznej, s. 31.
34 Tamze,s.3.

35 Tamze.
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cyjny $wiat matematyki®®, a umiejetnosé jej wykorzystywania opisuje sie jako

uniwersalng ludzka zdolnos¢, takg jak zdolnosé méwienia czy przedstawiania

rysunkiem®”. Takie ujmowanie matematyzacji wskazuje na range, jakg nalezy jej

nada¢ w nauczaniu szkolnym, tym bardziej ze wprowadzenie uczniéw w stoso-
wanie metod matematycznych jest waznym celem edukacji szkolne;.

Okazji do inicjowania tego procesu mozemy doszukac sie na kazdej lekeji,
chociazby wtedy gdy uczniowie poszukujg odpowiedzi na postawione w zada-
niu tekstowym pytanie albo planujg rozmieszczenie tawek w sali na uroczystosé
z okazji Dnia Babci i Dziadka. Istotng cechg matematyzacji jest to, ze oprocz moz-
liwosci uzyskania odpowiedzi w konkretnych sytuacjach, kryje sie za nig perspek-
tywa dostrzezenia struktury catej matematyki, porzgdkowania elementéw teorii
czy oceniania skutkéw podejmowanych dziatan i obranych kierunkéw poszuki-
wan®®, Rola, jakg przypisuje sie matematyzacji, przekonuje nas, ze nalezy uczynic
ja statym, planowym elementem nauczania szkolnego.

Matematyzacja w nauczaniu prof. Krygowska nazwata ,konstrukcje mate-
matycznego schematu dla jakiegos uktadu stosunkéw, ujetego przez analize rze-
czywistej, wyobrazonej lub juz abstrakcyjnej sytuacji, lub sprecyzowanego w innej
dziedzinie pojeé, np. w innej nauce”*® badz tez , konstrukcje jeszcze na wpét pogla-
dowego schematu myslowego, ktéry w dalszym ciggu nauki moglby by¢ prze-
ksztalcony i wlgczony do petnego juz schematu matematycznego”*°.

W tym pierwszym przypadku uczen poszukuje schematu matematycznego
W znanej mu teorii matematycznej. Dostrzezone przez niego stosunki ujmuje
w schemat, ktéry méghby by¢ bezposrednio wtgczony do tej teorii, a przede wszyst-
kim jest rozwazany na gruncie tej teorii za pomocg srodkéw w niej dostepnych.
Moéwimy wtedy, ze uczetr zbudowat schemat matematyczny. Natomiast w dru-
gim przypadku uczen opiera swojg konstrukcje jeszcze na wpét pogladowym

36 G. Treliniski, Matematyzowanie jako sktadowa kompetencji matematycznej, ,Mate-
matyczna Edukacja Dzieci”, 1 (2016) s. 67.

37 A.W.Bell, The Learning of Process Aspects of Mathematics, ,Educational Studies
in Mathematics”, 10 (1979) s. 361387, https://link.springer.com/article/10.1007/
BF003146621citeas, dostep: 7.04.2023.

38 G. Treliniski, Matematyzowanie jako sktadowa.

39 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, czesc 1, s. 48.

40 Tamze, s. 48.
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schemacie myslowym, ktdéry nie powstal na podstawie zadnej teorii matema-
tycznej i ktory nie jest schematem matematycznym i nie moze by¢ bezposrednio
wlgczony do zadnej teorii. Krygowska nazwata ten etap matematyzacja wstepna,
prymitywng lub pogladowa. Mimo to uczynita go niezwykle istotnym dla kon-
strukecji wiedzy matematycznej ucznia, o ile od samego poczatku zostat wlasciwie
przez nauczyciela ukierunkowany na pdzniejsza matematyzacje. Przestrzegata,
ze niewtasciwe planowanie procesu dydaktycznego prowadzacego do budowa-
nia wstepnych schematow (schematéw myslowych) jest zrodtem wielu pézniej-
szych matematycznych trudnosci uczniow®. Uwazam za w peni zasadny poglad
prof. Krygowskiej, ze ,matematyzacje doswiadczen i intuicji ucznia powinno sie
przeprowadzaé mozliwie wezesnie, mozliwie radykalnie, mozliwie od poczgtku
czysto z punktu widzenia matematyki, cho¢ zawsze w sposéb naturalny”**

Z matematyzacja nierozerwalnie powigzana jest schematyzacja, ktorg iden-
tyfikuje sie jako jeden z mechanizmdéw matematyzacji. Polega ona na wyizolo-
waniu z pewnej struktury faktow, czyli cech istotnych, na ktérych podstawie,
za pomocg jezyka matematyki, konstruujemy schemat. Utworzony ze wzgledu
na potrzebe uproszczenia rozwazanej sytuacji i uzalezniony od przyjetego
a priori stopnia doktadnosci w praktyce szkolnej schemat przybiera rézne
formy, spetnia roézne funkcje i moze miec rézne znaczenia.

Ze schematyzacjg w edukacji wezesnoszkolnej spotykamy sie bardzo cze-
sto. Najczesciej odwotujemy sie do schematoéw materialnych w postaci rysunku,
grafu czy fizycznego modelu wycietego z kartki papieru. W takich sytuacjach
czynnosci myslowe uczniéw skupiajg sie na wyodrebnieniu pewnej szcze-
glnej struktury sposrod bogactwa struktur istotnych dla badanej sytuacji*®,
Ukierunkowuje to naszg uwage na fakt, ze schematyzacja nie wystepuje w izo-
lacji od pozostatych aktywnosci matematycznych, chociazby analogii, bez kto-
rej konstrukcja schematu nie bytaby mozliwa. To wtasnie dostrzeganie podo-
bienistw w obiektach matematycznych czy relacjach miedzy nimi utatwia
konstrukcje schematu i — co wiecej — umozliwia konstruowanie wiedzy mate-
matycznej jako spdjnej struktury.

41 Tamze, s. 49.
42 Tamaze, s. 79.
43 Z.Krygowska, Elementy aktywnosci matematycznej.
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Kolejng aktywnoscig Scisle wigzaca sie ze schematyzowaniem jest kodo-
wanie, gdyz bez odpowiednio przyjetego przez ucznia kodu podczas konstru-
owania schematu nie uzyskamy odpowiedniej reprezentacji badanej sytuacji.
Oczywiscie schematyzacja nie kieruje naszych wysitkéw na budowanie sche-
matéw przypisanych do konkretnie rozpatrywanej sytuacji. Nasze nauczyciel-
skie starania powinny zmierzac¢ do skierowania uwagi uczniéw na mozliwo-
$ci zastosowania zbudowanego schematu w réznych sytuacjach. Dzieje sie tak
wtedy, gdy opisana za pomocg schematu sytuacja, poprzez analogie i wiasci-
wie zastosowany kod, uczyni powstaty schemat ogdlniejszym, pretendujgcym
do miana algorytmu. To w tym aspekcie prof. Krygowska wskazywata na wie-
lowartosciowos¢ jako konstytutywng ceche schematu. Jednak aby przekona¢
uczniéw do takiego rozumienia roli schematu, potrzebna jest odpowiednia
liczba doswiadczen. Doswiadczen, ktore koriczg sie samodzielnymi konstruk-
cjami schematéw oraz poszukiwaniem analogicznych sytuacji, w ktérych row-
niez mozna je wykorzystac. Jest to bardzo wazny proces, ktéry mysl ucznia
w naturalny ukierunkowuje na generalizacje**.

Definiowanie, interpretowanie danej definicji, racjonalne uzywanie definicji

Matematyka dysponuje pewnym zasobem poje¢, za pomocg ktérych opisuje
swoje dokonania. Podobnie jest w innych dziedzinach nauki. Rznice natomiast
dostrzegamy w charakterze tych pojec, ktéra niestety wigze sie z najwieksza
barierg ujawniajgcg sie podczas uczenia sie matematyki, czyli ich abstrakeyjno-
Scig. Brak odpowiednikow w rzeczywistym swiecie utrudnia uczniom rozumie-
nie tych poje¢, a nauczycielom stawia wysokie wymagania w zakresie planowa-
nia, konstruowania i realizacji lekcji matematyki. Prof. Krygowska wskazata
dwie drogi wprowadzania poje¢ matematycznych, z ktérymi wigza sie odmienne
podejscia do nauczania. Zadnej z nich nie negowata, a jedynie podkreslita, ze ini-
cjujg one rézne aktywnosci poznawcze uczniéw*’. Pierwsza droga to prezentowa-
nie nowej definicji przez nauczyciela lub podrecznik. Tu fundamentalng aktyw-
noscig ucznia jest odformalizowanie zapisu werbalnego lub symbolicznego oraz

44 Tamze.
45 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czesé 2, s. 79.
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podanie przykladow lub kontrprzyktadow. Druga obejmuje takg organizacje
aktywnosci poznawczej, w ktorej przy dyskretnym wsparciu nauczyciela uczen
sam dostrzega pewien fakt i formutuje jego definicje. Cechg wiasciwie rozréznia-
jaca te drogi jest podejscie do ich ksztattowania. Wybierajgc pierwszg, budujemy
uczniowskie rozumienie poje¢ na bazie interpretacji opisanego faktu, w drugim
przypadku rozumienie pojecia wyprzedza jego definicje.

Definicja rozumiana jest jako pewna konwencja, ktora sformutowana
na gruncie danej teorii, Scisle oparta na funkcjonujgcych w jej zakresie regutach
syntaktycznych, pozwala zastepowac nam jeden zapis innym. To zastepowa-
nie, nazywane konstruowaniem definicji, Krygowska wskazata jako aktywnos¢
bogatg w rézne procedury intelektualne, takie jak poréwnywanie, abstrahowa-
nie, uogdlnianie, analize czy synteze. Za réwnie wazne w procesie ksztattowa-
nia poje¢ uznata poprawng interpretacje definicji oraz racjonalne korzystanie
z definicji. Te dwie aktywnosci wskazywata jako mozliwosci budowania pomo-
stu miedzy dotychczasowymi intuicjami matematycznymi dziecka i obrazami
niezdefiniowanego pojecia a formalnymi wymaganiami matematyki. Wszyst-
kie wymienione aktywnosci uwaza za niezbedne w praktyce szkolnej*®.

Koncentrujac sie na dydaktycznym aspekcie konstruowania, interpreto-
wania i racjonalnego stosowania definicji, skupimy sie na jej semantycznym
znaczeniu, czyli na opisie danego obiektu adekwatnie do tego, co uczen chce
zdefiniowac¢*”. Jedne z pierwszych préb charakteryzowania obiektéw czy fak-
tow matematycznych przypadajg na okres weczesnoszkolny. Jednak na tym eta-
pie nie mozemy oczekiwaé definiowania poje¢ matematycznych w Scistym tego
stowa znaczeniu. Jest to poczgtek przygody z matematyka szkolng, kiedy, jak
podaje prof. Krygowska, mozemy spodziewac sie wyjasnienia lub opisu defini-
cyjnego i tych wasnie powinnismy wymagacé*®,

Pierwsze dzieciece préby definiowania poje¢ sg wyrazone w jezyku potocz-
nym i uzbrojone w poznane wczesniej terminy matematyczne. Czesto bywajg
nieprecyzyjne i z reguty koncentrujg sie na cechach, ktére uczen dostrzegt
w rozpatrywanym uprzednio modelu danego pojecia lub na tym, do czego

46 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.
47 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czes¢ 3, Warszawa 1977, s. 95.
48 Tamaze,s. 94.
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go wykorzystywat. Takie opisy lub wyjasnienia Krygowska nazywata prymi-
tywnymi lub bezposrednimi. Poza nimi, jako kolejny stopien ,wtajemniczenia”
w proces definiowania, wyrdznita opis generalizujgcy, czyli uwzgledniajgcy
uzmiennienie statych oraz opis konstruujgcy, polegajacy na modyfikowaniu
wstepnej idei i niejasnego opisu w kierunku definicyjnego ujecia danego poje-
cia. Wskazuje je wszystkie jako niezbedne etapy dlugiej drogi prowadzacej
do definicji formalne;j*’.

W kontekscie edukacji wezesnoszkolnej naszg uwage przykuwa opis lub
wyjasnienie definicyjne, nadal tkwigce w pewnym uniwersum, mocno jeszcze
ograniczonym przez dzieciece zasoby jezykowe i dotychczas przyswojone reguty.
Mimo to uczen, definiujac jakis obiekt, jakas relacje, w kolejnych odstonach
dokonuje korekty, a jego sformutowania stajg sie jasniejsze i precyzyjniejsze.
To wskazuje, ze proces definiowania nie jest tylko nadawaniem znaczen ter-
minom matematycznym, lecz Scisle wigze sie z kolejnymi pogltebionymi anali-
zami danego pojecia®’.

Dedukowanie i redukowanie

Dedukcja, ktora w matematyce odgrywa zasadniczg role zaréwno w dziatalnosci
badawczej, jak i na etapie weryfikacji wynikéw badan, jest dla uczniéw na pierw-
szym etapie edukacyjnym dostepna w bardzo ograniczonym zakresie. Kon-
struowanie lekeji jako wywodu dedukeyjnego z usankcjonowanych na grun-
cie matematyki teorii prof. Krygowska uznata w zwigzku z tym za niewtasciwe.
Uzasadniala swoje stanowisko niedojrzatoscig uczniéw do petnego rozumienia
charakteru metody dedukgji i jej roli w matematyce i proponowata w to miej-
sce zadania, ktore bedg wspieraty rozwdj rozumowania dedukeyjnego uczniow.
Jednak i tu, jak pisata, nie nalezy odwotywac sie do Scistej dedukgji z obowigzu-
jacym w niej rygorem formalnosci. Na tym etapie potrzebna jest bardziej luzna
i dostosowana do poziomu nauczania dedukeja, ktora stopniowo bedzie oswa-
jata uczniéw z aktywnoscig dedukowania od samego poczatku®.

49 Tamze,s. 94-97.
50 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.
51 Tamze.

447



448

Lidia Pawlusiriska

Jednak nie ma dziatalnosci matematycznej bez prowadzenia rozumowan,
ktérych zasadniczg rolg jest prawidtowe wyprowadzanie wnioskéw z doko-
nanych analiz. Ta charakterystyczna dla uczenia sie matematyki dziatal-
nos¢ powinna by¢ inicjowana w edukacji wezesnoszkolnej. Prowadzone przez
uczniéw rozumowania o znamionach dedukeji odnajdziemy np. podczas roz-
wigzywania zadan tekstowych. Jednak nie bedg one polegaly na wyprowadza-
niu prawomocnych wnioskéw z zatozen uznanych za prawdziwe. Najczesciej
w praktyce szkolnej spotkamy sie z wnioskami formutowanymi na podsta-
wie obserwacji uczniéw oraz przeprowadzonych przez nich doswiadczen. Tak
na pierwszym etapie edukacyjnym mozna konstruowac pierwsze hipotezy,
ktére powstang w wyniku dzieciecego wnioskowania, prowadzgcego uczniéw
od tego, co wiedzg, do nowych dla nich faktéw lub informacji. Kolejnym rodza-
jem rozumowania, réwnie waznym, jest redukcja®® Tu prawdziwo$é wniosku,
od ktérego rozpoczynamy rozumowanie, moze prowadzic¢ do fatszywej racji.
Rozumowanie redukcyjne nazywamy wnioskowaniem uprawdopodabniajg-
cym i korzystajgc z niego, musimy by¢ przekonani, Ze racje inne niz wybrane sg
mato prawdopodobne. Szczegdlnym przypadkiem rozumowania redukecyjnego
jest rozumowanie indukecyjne®’. W rozumowaniu indukcyjnym poczatkiem
jest obserwacja pewnych faktow, na podstawie ktérej wysnuwamy ogélniej-
szy do obserwowanych faktow wniosek. Tak jak w rozumowaniu redukecyjnym,
tu réwniez nie mozemy mowic o bezwzglednej prawdziwosci wnioskowania,
bo opieramy sie na wtasnym doswiadczeniu i spostrzezeniach.

Profesor Krygowska wyrdznita trzy typy rozumowan, ktérych zastosowa-
nia doszukiwata sie w nauczaniu matematyki. Byly to: wnioskowanie empi-
ryczne, rozumowanie intuicyjne i rozumowanie formalne®**, W rozumowaniu
formalnym opieramy sie na petnej swiadomosci przyjetej podstawy deduk-
cji, a kazdy wniosek jest wyprowadzany precyzyjnie na podstawie wczesniej
poznanych twierdzen i definicji. W rozumowaniu formalnym dedukcja jest
wspierana przez redukcje®. Ten typ rozumowania jest niezwykle zaawanso-

52 J. M. Bochenski, Wspétczesne metody myslenia, Poznan, 1992, s. 78.
53 Tamze.

54 Z.Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki, czesc 1, s. 137.

55 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.



Aktywnosé matematyczna dziecka w ujeciu profesor Anny Zofii Krygowskiej

wany i w edukacji wezesnoszkolnej mamy z nim niezwykle rzadko do czynie-
nia. Wiasciwymi, jak wskazata Krygowska, rozumowaniami na pierwszym eta-
pie edukacyjnym bedg: wnioskowanie empiryczne i rozumowanie intuicyjne.
Whnioskowania empirycznego dokonujemy na podstawie przeprowadzonych
w Swiecie materialnym doswiadczen. Zaobserwowane fakty wsparte rozumo-
waniem indukcyjnym umozliwiajg nam formutowanie spostrzezen w formie
hipotez matematycznych®®. Rozumowanie intuicyjne, wigzace sie z obrazami
pojec czesto niepopartych formalnymi definicjami, wykorzystuje sie do wnio-
skowania o badanej sytuacji®”. Kazde z tych rozumowan tgczy sie z konieczno-
Scig uwzgledniania w nauczaniu matematyki psychologicznego procesu inte-
rioryzacji, tak istotnego na poczatku edukacji szkolnej.

Kodowanie, konstruowanie i racjonalne stosowanie jezyka
symbolicznego

Jezyk matematyki jest bardzo bogaty i uksztattowany nie tylko przez stowa.
Odnajdziemy w nim obrazy, symbole, abstrakcyjne pojecia czy wtasciwe dla
logiki matematycznej konstrukeje zdaniowe. Wszystko to tworzy ogromng
przestrzen dla dzieciecej aktywnosci, przestrzen, w ktorej prawidtowo organi-
zowane ksztalcenie wspiera rozwdj kompetencji jezykowych w zakresie mate-
matyki. Nie trzeba zatem podkreslaé, ze réznorodnosé, mnogosé doswiadczen
to warunek sine qua non bogactwa jezykowego dziecka.

Doswiadczanie matematyki w edukacji dziecka organizujemy na wiele
sposob6w. Mozemy odwotaé sie chociazby do zabawy, w ktorej wtasciwie
dobrane srodki dydaktyczne pozwolg dziecku na drodze interioryzacji defi-
niowa¢ pojecia, uogdlniaé, formutowaé pierwsze wnioski czy dostrzezone
zaleznosci po to, by nastepnie je weryfikowac¢ oraz poszukiwaé dla nich wta-
Sciwych zastosowan. To wszystko przyczynia sie do tego, ze potoczny jezyk
dziecka transformuje w formalny jezyk matematyki. Organizowanie sytu-
acji inspirujacych dziecko do dziatania powinno réwniez uwzgledniaé rozwdj
kompetencji jezykowych.

56 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czesc 1, s. 137.
57 Tamze, s. 144.
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Krygowska wskazywala na znaczenie symboliki, ktérg nasycony jest
jezyki matematyki. Uwazata, ze zaréwno aktywnos¢ kodowania, konstruowa-
nia symboli oraz umiejetnosé postugiwania sie nimi powinny by¢ rozwijane
w nauczaniu®®, Jednoczesnie przestrzegata przed dziataniami powodujgcymi
utrate semantycznego znaczenia symboli matematycznych. Takie niebezpie-
czenstwo dostrzegata w sytuacjach, gdy symbol poprzedza pojecie. Wedtug niej
symbol powinien by¢ wprowadzony réwnoczesnie z pojeciem, do ktérego przy-
nalezy, lub po jego wprowadzeniu. Nie mozemy rowniez dopuszczaé do sytu-
acji, w ktorych symbol zastepuje pojecie, np. gdy pojecie obwodu prostokata
jest wprowadzone jako formuta (2a + 2b). Prof. Krygowska podkreslata opera-
tywny charakter jezyka matematyki, a jego poprawne ksztattowanie réwnowa-
zyta z ksztatceniem poprawnego rozumowania. Czesciowa i stopniowg forma-
lizacje jezyka uwazata za wprowadzanie ucznia w metode matematyczng, czyli
w realizacje najistotniejszego wsrdéd celéw nauczania tego przedmiotu®®.

Algorytmizowanie, postugiwanie si¢ racjonalne algorytmami

Algorytmem w kontekscie nauczania matematyki bedziemy za prof. Krygow-
skg nazywali skoniczony cigg czynnosci podstawowych, ktérych rzetelne wyko-
nanie gwarantuje uzyskanie poprawnego rozwigzania®’. Algorytmizacje rozu-
miemy wiec jako proces konstruowania algorytmu, ktory wymaga od ucznia
wielu czynnosci myslowych. Wedtug uczonej operatywny charakter mate-
matyki i otwarto$¢ umystu dziecka na operacjonalizacje tej dziedziny wiedzy
sprzyjaja wykorzystywaniu algorytméw w nauczaniu od najmtodszych lat.
Zachecata przy tym do takiego organizowania procesu nauczania, by uczer sam
konstruowat algorytmy jako plany rozwigzan pewnych zadan, a takze racjonal-
nie postugiwat sie gotowymi algorytmami®’

Wykorzystanie algorytméw w nauczaniu matematyki jest sprawg bezsporna.
Pojawiajg sie one wszedzie tam, gdzie uczniowie korzystajg z wezesniej wypraco-

58 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.

59 Taz, Zarys dydaktyki matematyRi, czesé 2, s. 104.
60 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czesc 1, s. 114-115.
61 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.
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wanych sposobéw rozwigzywania danego typu zadan. Ulatwiajg i przyspieszajg
uczniom prace. Moga jednak nies¢ ze sobg pewne zagrozenie — mogg sprawic,
ze matematyka bedzie odbierana jako dziedzina sktadajgca sie z zestawu proce-
dur do pamieciowego opanowania. Z tego powodu prof. Krygowska za pozagdane
W nauczaniu uwazata wprowadzenie uczniow w racjonalne stosowanie algoryt-
mow z uwzglednieniem pojeciowego ujmowania danego zagadnienia®® Oczywi-
Scie nie negowata ona korzystania z gotowych algorytméw. Doceniata ich role
jako narzedzia pewnej automatyzacji w zakresie chociazby sprawnosci rachun-
kowej, ktére umozliwia nauczycielowi wygospodarowanie czasu na dziatalnosé
tworczg ucznia. Przestrzegata jednak przed ograniczaniem sie tylko do algoryt-
mow, gdyz jest to wielkie uproszczenie w nauczaniu, przyczyniajgce sie do bez-
myslnego odtwarzania wyéwiczonych krokéw postepowania®’.

Inne czynnosci myslowe sg uruchamiane podczas samodzielnego konstru-
owania algorytmoéw. Jest to umiejetnosé znacznie trudniejsza od poprzednie;j.
Rozpoczynamy jg od precyzyjnego formutowania planu rozwigzania, ktéry jest
odpowiednikiem krokéw prowadzacych do uzyskania rezultatu. Ten wazny
etap w poszukiwaniu finalnego ksztattu algorytmu zwigzany jest z przeorga-
nizowaniem dotychczas zdobytej wiedzy i wyodrebnieniem z niej elementéw
istotnych dla danego rozwigzania. Czynnosci te wymagajg precyzyjnego i logicz-
nego myslenia, a umiejetnosci te na poczatku ksztatcenia matematycznego
dopiero sie rozwijajg. Pierwsze konstrukcje algorytmow oparte sg zatem poczat-
kowo na rozumowaniu intuicyjnym i przy odpowiedniej ilosci préb prowadzg
ucznia do stworzenia czynnosciowego planu algorytmu. Dopiero na kolejnych
etapach ksztalcenia, w powigzaniu z uzmiennianiem danych, analizowaniem
mozliwych strategii rozwigzania i z wykorzystaniem rozumowania formalnego,
uzyskujemy algorytm, ktoremu prof. Krygowska przypisata jednoznacznosé,
0g6lnos¢ i efektywnosé. Wszystkie te dziatania prowadzg ucznia do formali-
zacji wybranych w procesie konstruowania algorytmow zagadnien matema-
tycznych, ktorych istotnym etapem sg uczniowskie konstrukcje algorytmow
na pierwszym etapie edukacyjnym®*.

62 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czesé 1, s. 114-115.
63 Taz, Elementy aktywnosci matematycznej.
64 Taz, Zarys dydaktyki matematyki, czesé 1, s. 114-115.
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W nauczaniu w ujeciu algorytmicznym btedem jest ograniczanie sie tylko
do korzystania z algorytméw albo do koncentrowania wysitkow uczniowskich
na konstrukeji algorytmow. Prof. Krygowska wyraznie wskazata, ze w naucza-
niu matematyki jest miejsce i dla jednych, i drugich. Zachecata nauczycieli,
aby prowokowac sytuacje, w ktérych uczniowie bedg poréwnywali algorytmy,
poszukiwali ich prostszej postaci, tworzyli algorytmy analogiczne do poda-
nego, oceniali poprawnosé algorytmu oraz zapisywali je w roznych formach
(drzewka, organigramy itp.)*’.

Uogdlniajgc nasze rozwazania dotyczgce aktywnosci matematycznych, mozemy
z calg pewnoscig stwierdzié, ze nalezy je inicjowac juz na etapie edukacji weze-
snoszkolnej. Wymusza to takg organizacje szkolnego procesu ksztatcenia
matematycznego dziecka, w ktdrej oprécz nabywania wiadomosci i ksztatce-
nia poszczegdlnych umiejetnosci klasa szkolna staje sie przestrzenig doswiad-
czania specyficznych dla matematycznych aktywnosci postaw i technik inte-
lektualnych. To one — zdaniem prof. Krygowskiej — odpowiadajg za rozwoj
ogolniejszych technik i postaw kazdego z nas oraz umozliwiajg transfer wie-
dzy matematycznej na inne dziedziny®®. Ksztattujg nasze poglady na role nauki
i teoretycznego myslenia w Swiecie cigglych zmian ekonomicznych, cywilizacyj-
nych i kulturowych.

Nauczanie matematyki ma umozliwia¢ uczniom petne zaangazowanie sie
w proces poznawczy. Nie moze by¢ kojarzone z uczniowskim odtwarzaniem
wypracowanych z mozotem procedur dziatania. To wyzwalanie aktywnosci
matematycznych uczniéw uwalnia lekcje od ,matematyki dorostych”. Daje
szanse na tworzenie swojej matematyki, na samodzielne ksztattowanie pojec,
dostrzeganie i opisywanie zaleznosci miedzy obiektami matematycznymi czy
znajdowanie wtasnej drogi do matematyki. Glownym przestaniem prof. Kry-
gowskiej byto uswiadomienie wszystkim, ktorzy nauczajg matematyki, ze dzia-
tanie w swiecie abstrakeji sktada sie z systemu podstawowych, specyficznych

65 Tamze, s.116-118.
66 Tamze.
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operacji myslowych. To wtasnie one sg podstawg swiadomego i planowego
nauczania, a prowokowane aktywnosci matematyczne powinny stuzy¢c gteb-
szemu i pelniejszemu postrzeganiu matematyki.

Streszczenie: Wybitna polska dydaktyk matematyki profesor Anna Zofia Krygowska
cate swoje zycie poswiecita poszukiwaniu rozwigzan utatwiajgcych pokonywanie trud-
nosci w uczeniu sie matematyki. W jej dziatalnosci naukowej odnajdziemy wiele propo-
zycji dydaktycznych, ktére do dzi$ mozemy z powodzeniem stosowaé w praktyce szkolne;j.
W niniejszym artykule skoncentrowano sie na jednej z tych propozycji, czyli wyzwalaniu
aktywnosci matematycznej uczniéw. Specyficzne dla dziatalnosci matematycznej aktyw-
nosci, tj. definiowanie, matematyzowanie i schematyzowanie, dedukowanie i reduko-
wanie, algorytmizowanie czy dostrzeganie i wykorzystywanie analogii z powodzeniem
mozemy inicjowaé w edukacji matematycznej na pierwszym etapie edukacyjnym.

Stowa kluczowe: aktywno$¢ matematyczna, nauczanie matematyki, edukacja weze-
snoszkolna, Anna Zofia Krygowska.
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