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Statystyczne modele wczesnego
ostrzegania — Metody formalne

Krzysztof Jajuga’

1. Modele wczesnego ostrzegania —
systematyzacja

Jednym z podstawowych warunkéw podejmowania

skutecznych decyzji w gospodarce jest korzystanie z do-
brego modelu decyzyjnego. Modelami decyzyjnymi sa
réwniez tzw. modele wczesnego ostrzegania. Jest to po-
toczna nazwa, ale w zasadzie zostata zaakceptowana
przez srodowisko naukowe i praktykéw. Modele wcze-
snego ostrzegania maja na celu identyfikacje réznego
rodzaju zagrozen czy tez zwiekszonego ryzyka. Jednym
z przyktadéw modeli wczesnego ostrzegania sa modele
ryzyka upadtosci przedsigbiorstwa. Wskazuja one na
zagrozenie przedsigbiorstwa upadtoscia. Innym przykta-
dem sg modele zagrozenia bezrobociem. Wskazuja one
na zagrozenie zwiekszenia bezrobocia w okreslonym re-
gionie.
Ogdlna zasada konstrukcji modeli wczesnego ostrzega-
nia jest bardzo podobna. W uproszczony sposéb model
wczesnego ostrzegania mozna przedstawi¢ za pomoca
funkcji:

(7) Y:f(X17X27"-7Xm)
gdzie:

Y — zmienna charakteryzujgca analizowane zjawisko
zagrozone ryzykiem (np. upadtos¢), przy tym dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ze im wyzsze warto-
$ci tej zmiennej, tym wieksze zagrozenie;

X1, Xz, ..., Xm — czynniki wptywajace na analizowane

zjawisko zagrozone ryzykiem (czasem nazywa-
ne zmiennymi objasniajacymi);

f—funkcja, czesto przyjmuje sie, ze jest to funkcja li-
niowa.

Procedura tworzenia modeli wczesnego ostrzegania
moze by¢ przedstawiona w nastepujacych etapach:

1. Zdefiniowanie zmiennej Y charakteryzujacej ana-

lizowane zjawisko.
. ldentyfikacja zmiennych objasniajacych.
. Wybér metody wyznaczania funkgji f.
. Okreslenie kryterium ostrzegania przez model.
ierwsze dwa etapy zalezg od wiedzy merytorycz-
nej o analizowanym zjawisku. Z kolei trzeci etap ma
charakter formalny. W tym opracowaniu zajmujemy sie
wilasnie trzecim etapem.

Przedstawione sg podstawowe metody formalne, sta-
tystyczne i ekonometryczne, ktére sq wykorzystywane
przy tworzeniu modeli wczesnego ostrzegania. Dodajmy
jeszcze, iz w czwartym etapie okresla sie wartos¢ pro-
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gowa, ktérej przekroczenie generuje sygnat ostrzegaw-
czy przez model.

W dalszych rozwazaniach dla uproszczenia utozsa-
miac¢ bedziemy model wczesnego ostrzegania z metoda
wyznaczania tego modelu.

W celu systematyzacji podstawowych modeli wcze-
snego ostrzegania dokonalismy analizy r6znych metod
tworzenia tych modeli. Naszym zdaniem, modele te
mozna podzieli¢ na dwie duze grupy:

- modele wywodzace sie z analizy dyskryminacyjnej;

- modele wywodzace sie z analizy regres;ji.

Gtéwna réznica miedzy tymi dwoma grupami, oprécz
tego, ze sa w nich stosowane inne techniki statystyczne,
tkwi w sposobie traktowania zmiennej Y. W metodach
wywodzacych sie z analizy dyskryminacyjnej wartosci
tej zmiennej powstaja w wyniku zastosowania konkret-
nej techniki — wartosci te otrzymuje sie¢ w momencie
wyznaczenia modelu wczesnego ostrzegania. Z kolei
w metodach wywodzacych sie z analizy regresji warto-
Sci tej zmiennej sa dane przed wyznaczeniem modelu
— jego parametry sa wyznaczane wlasnie na podstawie
wartosci zmiennej Y oraz czynnikéw na nig wptywaja-
cych. Szczegétowe wyjasnienia zawarte sq przy opisie
kazdej grupy metod.

W dalszej czesci przedstawimy opis reprezentantéw
dwéch wyodrebnionych grup metod. Sa to: klasyczna li-
niowa analiza dyskryminacyjna oraz modele regresji,
w ktérych zmienna objasniana jest jakosciowa.

Analiza dyskryminacyjna

Metoda analizy dyskryminacyjnej jest to jedna z naj-
prostszych metod stosowanych w zagadnieniu dyskrymi-
nacji. Przedstawimy teraz to zagadnienie w najprostszej
wersji, w ktérej mamy do czynienia z dyskryminacjg na
dwie klasy. Odnoszac to do zagadnienia modeli wcze-
snego ostrzegania, mozna powiedzie¢, ze jedna z tych
klas odpowiada zagrozeniu ryzykiem, a druga brakowi
tego zagrozenia.

Metoda analizy dyskryminacyjnej polega na wyzna-
czeniu funkgji, ktérej wartosci umozliwiaja przydziele-
nie rozpatrywanego obiektu do jednej z dwéch klas: za-
grozonej ryzykiem lub niezagrozonej ryzykiem. Przy tym
wyznaczenie funkcji ma miejsce na podstawie danych
dotyczacych obiektéw, o ktérych wiadomo, do ktérej
z dwéch klas naleza. Innymi stowy, czes¢ obiektow
w przesztosci byta zagrozona ryzykiem (np. przedsiebior-
stwa, ktére upadty), zas czes¢ nie. Wynika z tego, ze
funkcja dyskryminacyjna powinna ,dobrze separowac”
obiekty nalezace do dwdch réznych klas. Z kolei wy-
znaczona funkcja stuzy do podjecia decyzji o zakwali-
fikowaniu do dwdch klas rozpatrywanych obiektéw.
Idea analizy dyskryminacyjnej przedstawiona jest na
rysunku 1.
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Rys 1. llustracja analizy dyskryminacyjnej.

Na rysunku tym w dwuwymiarowym uktadzie wspétrzed-
nych przedstawione sq dwa zbiory punktéw. Sa to pew-
ne obiekty (np. przedsiebiorstwa, regiony), analizowane
ze wzgledu na dwa czynniki. Punkty oznaczone krzyzy-
kami odpowiadaja obiektom zagrozonym ryzykiem. Z ko-
lei punkty oznaczone kétkami odpowiadajg obiektom
niezagrozonym ryzykiem. Klasyczna analiza dyskrymi-
nacyjna polega na wyznaczeniu funkcji liniowej trans-
formujacej obserwacje wielowymiarowe (w przedstawio-
nej ilustracji sg to obserwacje dwuwymiarowe) w punk-
ty lezace na prostej. Odpowiednia linia jest zaznaczona
na rysunku 1. Na rysunku przedstawiony jest réwniez
punkt C, w odniesieniu do ktérego ma byc¢ podjeta decy-
zja, czyli wystapi sygnat ostrzegawczy. Z rysunku wyni-
ka, iz taki sygnat powinien zosta¢ wygenerowany, gdyz
punkt C znalazt sie po ,zagrozonej stronie linii prostej”.
Nalezy doda¢, iz w praktyce czesto zdarza sie tak, iz
zbiér punktéw nie jest liniowo separowalny, tzn. nie da
sie jednoznacznie rozdzieli¢ obu zbioréw punktéw. Wte-
dy linia jest wyznaczona w taki sposéb, aby jak najmniej
byto btednych decyzji o przydzieleniu obiektéw do klas.

Przedstawimy teraz w sposéb formalny metode ana-
lizy dyskryminacyjne;j.

Zatézmy, ze dysponujemy zbiorem, liczacym n ob-
serwacji (dotyczacych n rozpatrywanych obiektéw). Przy
tym kazda obserwacja jest m-wymiarowa, to znaczy
zawiera wartosci m czynnikéw wptywajacych na anali-
zowane zjawisko. Przez analogie oznaczymy je jako
X1, Xojeeey Xm
W ten sposéb dysponujemy tzw. macierzg obserwacji,
o wymiarach n x m. Jej element, jest to wartos¢ zmien-
nej o numerze j dla obiektu o numerze i. Przy tym wia-
domo réwniez, ze n1 obserwacji nalezy do pierwszej
klasy (jest to klasa zagrozona ryzykiem), zas n2 obser-
wacji nalezy do drugiej klasy.

Zadaniem analizy dyskryminacyjnej jest wyznaczenie
liniowej funkcji dyskryminacyjnej:

2) Y=aX +a,X,+..+a,X,

Oznacza to, iz w odniesieniu do kazdej obserwacji
otrzymujemy wartosci funkcji dyskryminacyjnej:

3) y,=ax,+a,x,+..+a,x i=1,..,n

m”im

Idea wyznaczenia tej funkgcji jest prosta (wynika to z omé-
wionej juz ilustracji graficznej): obserwacje nalezace do
dwdéch réznych klas powinny miec zréznicowane warto-
$ci. W przypadku dwdéch klas oznacza to réwniez, ze
czynniki wptywajgce na analizowane zjawisko (zmien-
ne objasniajace) powinny mie¢ jednoznaczng interpre-
tacje, tzn. im wyzsze wartosci, tym wieksze zagrozenie
ryzykiem.

W klasycznym zadaniu analizy dyskryminacyjnej funk-
cja dyskryminacyjna powstaje jako rozwiazanie zagad-
nienia maksymalizacji nastepujacej funkcji kryterium:

4) S = nl(f,—f)z +n2()72_)7)2
Z(yi _yl)z + Z(yi _J72)2

ieCl ieC2

gdzie:
C1, C2 — numery klas.

Wyrazenie (4) jest to iloraz, w ktérym licznik jest to wa-
riancja miedzyklasowa, zas mianownik jest to wariancja
wewnatrzklasowa, wyznaczone na podstawie transformo-
wanych obserwacji otrzymanych wedtug wzoru (3). Po-
niewaz, jak wskazywaliSmy, obserwacje nalezace do
dwdch klas powinny mie¢ zréznicowane wartosci, zatem
relacja wariancji miedzyklasowej do wariancji wewnatrz-
klasowej powinna by¢ jak najwigksza. Uzasadnia to ko-
nieczno$¢ maksymalizacji wyrazenia (4) w celu wyzna-
czenia wspotczynnikéw funkcji dyskryminacyjne;j
Mozna dowies¢, ze optymalne rozwigzanie powstaje po-
przez wziecie wektoréw wiasnych macierzy, bedacej ilo-
czynem macierzy odwrotnej do macierzy rozrzutu we-
wnatrzklasowego i macierzy rozrzutu miedzyklasowego.
Obie te macierze sg odpowiednio skonstruowanymi ma-
cierzami kowariancji. Metoda analizy dyskryminacyjnej
jest to podstawowa metoda statystycznej analizy wielo-
wymiarowej, ktéra jest oprogramowana w standardowych
pakietach statystycznych.

W praktyce stosowania analizy dyskryminacyjnej do roz-
strzygniecia pozostaje jeszcze kwestia wartosci progowe;j
funkcji dyskryminacyjnej. Pozwala ona na zakwalifiko-
wanie rozpatrywanego obiektu do jednej z dwdch klas:
zagrozonej ryzykiem (wtedy generowany jest sygnat
ostrzegawczy; lub niezagrozonej ryzykiem).

2. Modele regresji z jakosciowa zmienna
objasniang

Modele regresji z jakosciowa zmienng objasniang jest
to druga grupa modeli, ktére moga by¢ stosowane w cha-
rakterze modeli wczesnego ostrzegania. Obecnie przed-
stawimy je w sposéb syntetyczny. Nasze rozwazania roz-
poczniemy od przedstawienia ogélnej idei tych modeli.
Do tego celu zastosujemy najprostszy (ale nie najlep-
szy) model zaliczany do tej grupy, tzw. liniowy model
prawdopodobieristwa.
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Rozwazmy zwykly model regresji liniowe;:
(5) Y=B,X,+B,X,+..+B, X, +B, +¢

gdzie:

Y —zmienna objasniana (jest to zmienna losowa);

X ; — zmienna objasniajaca o numerze j; zaktadamy tu-
taj, ze wartosci zmiennych objasniajacych to wiel-
kosci ustalone (nielosowe);

ﬂj — parametr modelu (j=0,1,2,...,m);

& - sktadnik losowy modelu (jest to zmienna losowa,
ktérej wartos¢ oczekiwana wynosi 0).

W liniowym modelu prawdopodobieristwa przyjmuje
sie, ze zmienna objasniana moze przyja¢ dwie wartosci
z okreslonymi prawdopodobieristwami:

6) Y= {1’ PM=p }
0, P(0)=1-p

Przy tym przyjmujemy, ze wartos¢ zmiennej objasnia-
nej réwna 1 oznacza wystapienie pewnego zdarzenia.
W przypadku modeli wczesnego ostrzegania oznacza to
wystapienie sytuacji, stanowigcej zagrozenie ryzykiem,
czyli generujacej sygnat ostrzegawczy.

Jak wiadomo, przy estymacji modelu regresji liniowej
wyznacza sie wartos¢ oczekiwang zmiennej objasnia-
nej. Mozna dowies¢, ze w przypadku liniowego modelu
prawdopodobieristwa zachodzi wtasciwos¢:

(7) EY)=p

Oznacza to, ze wartos¢ oczekiwana zmiennej obja-
$nianej réwna sie prawdopodobieristwu zajscia zdarze-
nia, czyli zagrozenia ryzykiem. Bioragc pod uwage mo-
del (5) i zastepujac parametry modelu ich ocenami, otrzy-
mujemy nastepujaca postac liniowego modelu prawdo-
podobieristwa:

8 p=bX +bX,+..+b X, +b,

Wynika z tego, ze liniowy model prawdopodobien-
stwa przedstawia prawdopodobieristwo zdarzenia ryzy-
kownego jako liniowa funkcje czynnikéw wptywajacych
na to zdarzenie. Jest to sensowna interpretacja, ktéra
powoduje, iz idea, stojaca u podstaw liniowego modelu
prawdopodobieristwa, jest dos¢ atrakcyjna.

Niestety, model ten ma jeden niedostatek, ktéry po-
woduje, iz czesciej stosowane sg inne modele, ktére przed-
stawimy w dalszej czesci. Niedostatek ten wynika z fak-
tu, iz po podstawieniu do wzoru (8) mozemy otrzymac
wartosci prawdopodobienistwa, ktére znajduja sie poza
przedziatem [0;1], co w znacznym stopniu ostabia zalety
interpretacyjne modelu, czynigc ten model mniej uzy-
tecznym.

Stwarza to koniecznos¢ poszukiwania innych mode-
li, bedacych w pewnym sensie modyfikacjami liniowe-
go modelu prawdopodobieristwa. Zaliczamy do nich:

- model probitowy;

- model logitowy.

W celu ich przedstawienia zwréémy uwage, ze prawdo-
podobienstwo formalnie moze by¢ interpretowane jako
wartos¢ funkcji dystrybuanty.

W zwiazku z tym pojawit sie pomyst, aby przy okresla-
niu prawdopodobieristwa wyznaczy¢ dystrybuante roz-
ktadu. Poniewaz dystrybuanta przyjmuje wartosci z prze-
dziatu [0;1], jest zatem gwarancja, iz wyznaczone praw-
dopodobieristwa znajda sie w przedziale [0;1]. Zauwaz-
my, iz w liniowym modelu prawdopodobieristwa tej gwa-
rancji nie ma z uwagi, iz prawdopodobieristwo jest okre-
slone jako liniowa funkcja zmiennych objasniajacych,
a nie jako funkcja dystrybuanty.
Wymienione powyzej dwa modele, probitowy i logitowy,
zakfadaja okreslong funkcje dystrybuanty, mianowicie:
- model probitowy —funkcja dystrybuanty standary-
zowanego rozktadu normalnego, dana wzorem:
9) p=F(x)=d(x)= L J‘efo’S’hdt
Vo,
- model logitowy — funkcja dystrybuanty rozktadu
logistycznego, dana wzorem:

1
l+e ™

(10) p=F(x)=L(x)=

Dla poréwnania przedstawimy réwniez funkcje dystry-
buanty rozktadu jednostajnego na przedziale [0;1] — dana
jest wzorem:

0, x<0
(11) p=F(x)=U(x)=<x, 0<x<1
1, x>1

Tablica 1 przedstawia poréwnanie wartosci dystrybuanty
dla trzech rozktadéw, bedacych podstawa trzech mode-
li: liniowego prawdopodobieristwa, probitowego i logi-
towego.

Tablica 1. Wartosci dystrybuanty dla trzech rozktadéw.

Wartos¢
Wartos¢ stan d::;zowan Wartosé
X 'dla rozk_ladu ego d|.a rozktadu
jednostajnego rozkiadu logistycznego
normalnego
-3,0 0 0,001 0,047
2,5 0 0,006 0,076
2,0 0 0,023 0,119
-1,5 0 0,067 0,182
-1,0 0 0,159 0,269
0,5 0 0,309 0,378
0 0 0,5 0,5
0,5 0,5 0,691 0,622
1,0 1 0,841 0,731
1,5 1 0,933 0,818
2,0 1 0,977 0,881
25 1 0,994 0,924
3,0 1 0,999 0,953

Zrédto: obliczenia wtasne

Tablica 1 pokazuje dos¢ wyraznie réznice miedzy modelem
probitowym i logitowym z jednej strony, a modelem linio-
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wego prawdopodobieristwa z drugiej strony. Zilustrowane to
jest réwniez na rysunkach 2-4.
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Rys 3. Wartos¢ dystrybuanty dla standaryzowanego rozktadu
normalnego
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Rys 4. Wartos¢ dystrybuanty dla rozktadu logistycznego

Nalezy jeszcze raz podkresli¢, iz model liniowego
prawdopodobieristwa — w przeciwieristwie do modelu
logitowego i probitowego — nie jest modelem, w ktérym
prawdopodobieristwo jest okreslone jako funkcja dystry-
buanty okreslona na wartosci liniowej funkcji zmiennych
objasniajacych, lecz jako sama wartos¢ liniowej funkcji
zmiennych objasniajacych. To wiasnie implikuje mozli-
wos¢ otrzymania wartosci spoza przedziatu [0;1]. Jed-
nak mozna oczywiscie zmodyfikowaé¢ model liniowego
prawdopodobieristwa poprzez wzigcie dystrybuanty roz-
ktadu jednostajnego. W praktyce tak sie czasem czyni,
gdyz w przypadku otrzymania wartosci wyzszej od 1 —
przyjmuje sie 1, zas w przypadku otrzymania wartosci
nizszej od 0 — przyjmuje sie 0. Jednak klasyczny model
liniowego prawdopodobienistwa takiej mozliwosci nie
uwzglednia.

Z praktycznego punktu widzenia istotne jest oszacowa-
nie modeli regresji z jakosciowa zmienng objasniana.
Sa to modele regresji, wiec mozna tu stosowac klasycz-
ne metody estymacji. Jedna z nich jest metoda najmniej-
szych kwadratéw. Jednak z uwagi na zjawisko hetero-
skedastycznosci sktadnika losowego powinna by¢ tu za-
stosowana wazona metoda najmniejszych kwadratéw.
Oszacowany model moze byc¢ zastosowany w odniesie-
niu do kazdego analizowanego obiektu w celu wyzna-
czenia oszacowania prawdopodobieristwa zagrozenia
ryzykiem. Oczywiscie uzytkownik modelu (decydent)
powinien przyjac wartos¢ prawdopodobieristwa progowe-
go, ktérego przekroczenie powoduje generowanie sygnatu
ostrzegawczego.
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