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Statystyczne modele wczesnego
ostrzegania – Metody formalne

Krzysztof Jajuga1

1. Modele wczesnego ostrzegania –
systematyzacja

Jednym z podstawowych warunków podejmowania
skutecznych decyzji w gospodarce jest korzystanie z do-
brego modelu decyzyjnego. Modelami decyzyjnymi s¹
równie¿ tzw. modele wczesnego ostrzegania. Jest to po-
toczna nazwa, ale w zasadzie zosta³a zaakceptowana
przez œrodowisko naukowe i praktyków. Modele wcze-
snego ostrzegania maj¹ na celu identyfikacjê ró¿nego
rodzaju zagro¿eñ czy te¿ zwiêkszonego ryzyka. Jednym
z przyk³adów modeli wczesnego ostrzegania s¹ modele
ryzyka upad³oœci przedsiêbiorstwa. Wskazuj¹ one na
zagro¿enie przedsiêbiorstwa upad³oœci¹. Innym przyk³a-
dem s¹ modele zagro¿enia bezrobociem. Wskazuj¹ one
na zagro¿enie zwiêkszenia bezrobocia w okreœlonym re-
gionie.
Ogólna zasada konstrukcji modeli wczesnego ostrzega-
nia jest bardzo podobna. W uproszczony sposób model
wczesnego ostrzegania mo¿na przedstawiæ za pomoc¹
funkcji:

(1)

gdzie:
Y – zmienna charakteryzuj¹ca analizowane zjawisko

zagro¿one ryzykiem (np. upad³oœæ), przy tym dla
ustalenia uwagi przyjmijmy, ¿e im wy¿sze warto-
œci tej zmiennej, tym wiêksze zagro¿enie;

X1, X2, ..., Xm – czynniki wp³ywaj¹ce na analizowane
zjawisko zagro¿one ryzykiem (czasem nazywa-
ne zmiennymi objaœniaj¹cymi);

f – funkcja, czêsto przyjmuje siê, ¿e jest to funkcja li-
niowa.

Procedura tworzenia modeli wczesnego ostrzegania
mo¿e byæ przedstawiona w nastêpuj¹cych etapach:

1. Zdefiniowanie zmiennej Y charakteryzuj¹cej ana-
lizowane zjawisko.

2. Identyfikacja zmiennych objaœniaj¹cych.
3. Wybór metody wyznaczania funkcji f.
4. Okreœlenie kryterium ostrzegania przez model.
Pierwsze dwa etapy zale¿¹ od wiedzy merytorycz-

nej o analizowanym zjawisku. Z kolei trzeci etap ma
charakter formalny. W tym opracowaniu zajmujemy siê
w³aœnie trzecim etapem.

Przedstawione s¹ podstawowe metody formalne, sta-
tystyczne i ekonometryczne, które s¹ wykorzystywane
przy tworzeniu modeli wczesnego ostrzegania. Dodajmy
jeszcze, i¿ w czwartym etapie okreœla siê wartoœæ pro-

gow¹, której przekroczenie generuje sygna³ ostrzegaw-
czy przez model.

W dalszych rozwa¿aniach dla uproszczenia uto¿sa-
miaæ bêdziemy model wczesnego ostrzegania z metod¹
wyznaczania tego modelu.

W celu systematyzacji podstawowych modeli wcze-
snego ostrzegania dokonaliœmy analizy ró¿nych metod
tworzenia tych modeli. Naszym zdaniem, modele te
mo¿na podzieliæ na dwie du¿e grupy:

- modele wywodz¹ce siê z analizy dyskryminacyjnej;
- modele wywodz¹ce siê z analizy regresji.
G³ówna ró¿nica miêdzy tymi dwoma grupami, oprócz

tego, ¿e s¹ w nich stosowane inne techniki statystyczne,
tkwi w sposobie traktowania zmiennej Y. W metodach
wywodz¹cych siê z analizy dyskryminacyjnej wartoœci
tej zmiennej powstaj¹ w wyniku zastosowania konkret-
nej techniki – wartoœci te otrzymuje siê w momencie
wyznaczenia modelu wczesnego ostrzegania. Z kolei
w metodach wywodz¹cych siê z analizy regresji warto-
œci tej zmiennej s¹ dane przed wyznaczeniem modelu
– jego parametry s¹ wyznaczane w³aœnie na podstawie
wartoœci zmiennej Y oraz czynników na ni¹ wp³ywaj¹-
cych. Szczegó³owe wyjaœnienia zawarte s¹ przy opisie
ka¿dej grupy metod.

W dalszej czêœci przedstawimy opis reprezentantów
dwóch wyodrêbnionych grup metod. S¹ to: klasyczna li-
niowa analiza dyskryminacyjna oraz modele regresji,
w których zmienna objaœniana jest jakoœciowa.

Analiza dyskryminacyjna

Metoda analizy dyskryminacyjnej jest to jedna z naj-
prostszych metod stosowanych w zagadnieniu dyskrymi-
nacji. Przedstawimy teraz to zagadnienie w najprostszej
wersji, w której mamy do czynienia z dyskryminacj¹ na
dwie klasy. Odnosz¹c to do zagadnienia modeli wcze-
snego ostrzegania, mo¿na powiedzieæ, ¿e jedna z tych
klas odpowiada zagro¿eniu ryzykiem, a druga brakowi
tego zagro¿enia.

Metoda analizy dyskryminacyjnej polega na wyzna-
czeniu funkcji, której wartoœci umo¿liwiaj¹ przydziele-
nie rozpatrywanego obiektu do jednej z dwóch klas: za-
gro¿onej ryzykiem lub niezagro¿onej ryzykiem. Przy tym
wyznaczenie funkcji ma miejsce na podstawie danych
dotycz¹cych obiektów, o których wiadomo, do której
z dwóch klas nale¿¹. Innymi s³owy, czêœæ obiektów
w przesz³oœci by³a zagro¿ona ryzykiem (np. przedsiêbior-
stwa, które upad³y), zaœ czêœæ nie. Wynika z tego, ¿e
funkcja dyskryminacyjna powinna „dobrze separowaæ”
obiekty nale¿¹ce do dwóch ró¿nych klas. Z kolei wy-
znaczona funkcja s³u¿y do podjêcia decyzji o zakwali-
fikowaniu do dwóch klas rozpatrywanych obiektów.
Idea analizy dyskryminacyjnej przedstawiona jest na
rysunku 1.

),...,,( 21 mXXXfY =

1Akademia Ekonomiczna we Wroc³awiu, Katedra Inwestycji Finansowych i Zarz¹dzania Ryzykiem.



53BAROMETR  REGIONALNY

Rys  1.  Ilustracja analizy dyskryminacyjnej.

Na rysunku tym w dwuwymiarowym uk³adzie wspó³rzêd-
nych przedstawione s¹ dwa zbiory punktów. S¹ to pew-
ne obiekty (np. przedsiêbiorstwa, regiony), analizowane
ze wzglêdu na dwa czynniki. Punkty oznaczone krzy¿y-
kami odpowiadaj¹ obiektom zagro¿onym ryzykiem. Z ko-
lei punkty oznaczone kó³kami odpowiadaj¹ obiektom
niezagro¿onym ryzykiem. Klasyczna analiza dyskrymi-
nacyjna polega na wyznaczeniu funkcji liniowej trans-
formuj¹cej obserwacje wielowymiarowe (w przedstawio-
nej ilustracji s¹ to obserwacje dwuwymiarowe) w punk-
ty le¿¹ce na prostej. Odpowiednia linia jest zaznaczona
na rysunku 1. Na rysunku przedstawiony jest równie¿
punkt C, w odniesieniu do którego ma byæ podjêta decy-
zja, czyli wyst¹pi sygna³ ostrzegawczy. Z rysunku wyni-
ka, i¿ taki sygna³ powinien zostaæ wygenerowany, gdy¿
punkt C znalaz³ siê po „zagro¿onej stronie linii prostej”.
Nale¿y dodaæ, i¿ w praktyce czêsto zdarza siê tak, i¿
zbiór punktów nie jest liniowo separowalny, tzn. nie da
siê jednoznacznie rozdzieliæ obu zbiorów punktów. Wte-
dy linia jest wyznaczona w taki sposób, aby jak najmniej
by³o b³êdnych decyzji o przydzieleniu obiektów do klas.

Przedstawimy teraz w sposób formalny metodê ana-
lizy dyskryminacyjnej.

Za³ó¿my, ¿e dysponujemy zbiorem, licz¹cym n ob-
serwacji (dotycz¹cych n rozpatrywanych obiektów). Przy
tym ka¿da obserwacja jest m-wymiarowa, to znaczy
zawiera wartoœci m czynników wp³ywaj¹cych na anali-
zowane zjawisko. Przez analogiê oznaczymy je jako
X1, X2,..., Xm

W ten sposób dysponujemy tzw. macierz¹ obserwacji,
o wymiarach n x m. Jej element, jest to wartoœæ zmien-
nej o numerze j dla obiektu o numerze i. Przy tym wia-
domo równie¿, ¿e n1 obserwacji nale¿y do pierwszej
klasy (jest to klasa zagro¿ona ryzykiem), zaœ n2 obser-
wacji nale¿y do drugiej klasy.
Zadaniem analizy dyskryminacyjnej jest wyznaczenie
liniowej funkcji dyskryminacyjnej:

(2)
Oznacza to, i¿ w odniesieniu do ka¿dej obserwacji

otrzymujemy wartoœci funkcji dyskryminacyjnej:

(3)
Idea wyznaczenia tej funkcji jest prosta (wynika to z omó-
wionej ju¿ ilustracji graficznej): obserwacje nale¿¹ce do
dwóch ró¿nych klas powinny mieæ zró¿nicowane warto-
œci. W przypadku dwóch klas oznacza to równie¿, ¿e
czynniki wp³ywaj¹ce na analizowane zjawisko (zmien-
ne objaœniaj¹ce) powinny mieæ jednoznaczn¹ interpre-
tacjê, tzn. im wy¿sze wartoœci, tym wiêksze zagro¿enie
ryzykiem.
W klasycznym zadaniu analizy dyskryminacyjnej funk-
cja dyskryminacyjna powstaje jako rozwi¹zanie zagad-
nienia maksymalizacji nastêpuj¹cej funkcji kryterium:

(4)

gdzie:
C1, C2 – numery klas.

Wyra¿enie (4) jest to iloraz, w którym licznik jest to wa-
riancja miêdzyklasowa, zaœ mianownik jest to wariancja
wewn¹trzklasowa, wyznaczone na podstawie transformo-
wanych obserwacji otrzymanych wed³ug wzoru (3). Po-
niewa¿, jak wskazywaliœmy, obserwacje nale¿¹ce do
dwóch klas powinny mieæ zró¿nicowane wartoœci, zatem
relacja wariancji miêdzyklasowej do wariancji wewn¹trz-
klasowej powinna byæ jak najwiêksza. Uzasadnia to ko-
niecznoœæ maksymalizacji wyra¿enia (4) w celu wyzna-
czenia wspó³czynników funkcji dyskryminacyjnej
Mo¿na dowieœæ, ¿e optymalne rozwi¹zanie powstaje po-
przez wziêcie wektorów w³asnych macierzy, bêd¹cej ilo-
czynem macierzy odwrotnej do macierzy rozrzutu we-
wn¹trzklasowego i macierzy rozrzutu miêdzyklasowego.
Obie te macierze s¹ odpowiednio skonstruowanymi ma-
cierzami kowariancji. Metoda analizy dyskryminacyjnej
jest to podstawowa metoda statystycznej analizy wielo-
wymiarowej, która jest oprogramowana w standardowych
pakietach statystycznych.
W praktyce stosowania analizy dyskryminacyjnej do roz-
strzygniêcia pozostaje jeszcze kwestia wartoœci progowej
funkcji dyskryminacyjnej. Pozwala ona na zakwalifiko-
wanie rozpatrywanego obiektu do jednej z dwóch klas:
zagro¿onej ryzykiem (wtedy generowany jest sygna³
ostrzegawczy; lub niezagro¿onej ryzykiem).

2. Modele regresji z jakoœciow¹ zmienn¹
objaœnian¹

Modele regresji z jakoœciow¹ zmienn¹ objaœnian¹ jest
to druga grupa modeli, które mog¹ byæ stosowane w cha-
rakterze modeli wczesnego ostrzegania. Obecnie przed-
stawimy je w sposób syntetyczny. Nasze rozwa¿ania roz-
poczniemy od przedstawienia ogólnej idei tych modeli.
Do tego celu zastosujemy najprostszy (ale nie najlep-
szy) model zaliczany do tej grupy, tzw. liniowy model
prawdopodobieñstwa.
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Rozwa¿my zwyk³y model regresji liniowej:

(5)
gdzie:

Y   – zmienna objaœniana (jest to zmienna losowa);
  – zmienna objaœniaj¹ca o numerze j; zak³adamy tu-

taj, ¿e wartoœci zmiennych objaœniaj¹cych to wiel-
koœci ustalone (nielosowe);

– parametr modelu (j=0,1,2,…,m);
– sk³adnik losowy modelu (jest to zmienna losowa,
której wartoœæ oczekiwana wynosi 0).

W liniowym modelu prawdopodobieñstwa przyjmuje
siê, ¿e zmienna objaœniana mo¿e przyj¹æ dwie wartoœci
z okreœlonymi prawdopodobieñstwami:

(6)

Przy tym przyjmujemy, ¿e wartoœæ zmiennej objaœnia-
nej równa 1 oznacza wyst¹pienie pewnego zdarzenia.
W przypadku modeli wczesnego ostrzegania oznacza to
wyst¹pienie sytuacji, stanowi¹cej zagro¿enie ryzykiem,
czyli generuj¹cej sygna³ ostrzegawczy.
Jak wiadomo, przy estymacji modelu regresji liniowej
wyznacza siê wartoœæ oczekiwan¹ zmiennej objaœnia-
nej. Mo¿na dowieœæ, ¿e w przypadku liniowego modelu
prawdopodobieñstwa zachodzi w³aœciwoœæ:

(7)
Oznacza to, ¿e wartoœæ oczekiwana zmiennej obja-

œnianej równa siê prawdopodobieñstwu zajœcia zdarze-
nia, czyli zagro¿enia ryzykiem. Bior¹c pod uwagê mo-
del (5) i zastêpuj¹c parametry modelu ich ocenami, otrzy-
mujemy nastêpuj¹c¹ postaæ liniowego modelu prawdo-
podobieñstwa:

(8)
Wynika z tego, ¿e liniowy model prawdopodobieñ-

stwa przedstawia prawdopodobieñstwo zdarzenia ryzy-
kownego jako liniow¹ funkcjê czynników wp³ywaj¹cych
na to zdarzenie. Jest to sensowna interpretacja, która
powoduje, i¿ idea, stoj¹ca u podstaw liniowego modelu
prawdopodobieñstwa, jest doœæ atrakcyjna.

Niestety, model ten ma jeden niedostatek, który po-
woduje, i¿ czêœciej stosowane s¹ inne modele, które przed-
stawimy w dalszej czêœci. Niedostatek ten wynika z fak-
tu, i¿ po podstawieniu do wzoru (8) mo¿emy otrzymaæ
wartoœci prawdopodobieñstwa, które znajduj¹ siê poza
przedzia³em [0;1], co w znacznym stopniu os³abia zalety
interpretacyjne modelu, czyni¹c ten model mniej u¿y-
tecznym.

Stwarza to koniecznoœæ poszukiwania innych mode-
li, bêd¹cych w pewnym sensie modyfikacjami liniowe-
go modelu prawdopodobieñstwa. Zaliczamy do nich:

- model probitowy;
- model logitowy.

W celu ich przedstawienia zwróæmy uwagê, ¿e prawdo-
podobieñstwo formalnie mo¿e byæ interpretowane jako
wartoœæ funkcji dystrybuanty.

W zwi¹zku z tym pojawi³ siê pomys³, aby przy okreœla-
niu prawdopodobieñstwa wyznaczyæ dystrybuantê roz-
k³adu. Poniewa¿ dystrybuanta przyjmuje wartoœci z prze-
dzia³u [0;1], jest zatem gwarancja, i¿ wyznaczone praw-
dopodobieñstwa znajd¹ siê w przedziale [0;1]. Zauwa¿-
my, i¿ w liniowym modelu prawdopodobieñstwa tej gwa-
rancji nie ma z uwagi, i¿ prawdopodobieñstwo jest okre-
œlone jako liniowa funkcja zmiennych objaœniaj¹cych,
a nie jako funkcja dystrybuanty.
Wymienione powy¿ej dwa modele, probitowy i logitowy,
zak³adaj¹ okreœlon¹ funkcjê dystrybuanty, mianowicie:

- model probitowy – funkcja dystrybuanty standary-
zowanego rozk³adu normalnego, dana wzorem:

(9)

- model logitowy – funkcja dystrybuanty rozk³adu
logistycznego, dana wzorem:

(10)

Dla porównania przedstawimy równie¿ funkcjê dystry-
buanty rozk³adu jednostajnego na przedziale [0;1] – dana
jest wzorem:

(11)

Tablica 1 przedstawia porównanie wartoœci dystrybuanty
dla trzech rozk³adów, bêd¹cych podstaw¹ trzech mode-
li: liniowego prawdopodobieñstwa, probitowego i logi-
towego.

Tablica  1. Wartoœci dystrybuanty dla trzech rozk³adów.

   Zród³o: obliczenia w³asne

Tablica 1 pokazuje doœæ wyraŸnie ró¿nice miêdzy modelem
probitowym i logitowym z jednej strony, a modelem linio-
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wego prawdopodobieñstwa z drugiej strony. Zilustrowane to
jest równie¿ na rysunkach 2-4.

Rys  2. Wartoœæ dystrybuanty dla rozk³adu jednostajnego

Rys  3. Wartoœæ dystrybuanty dla standaryzowanego rozk³adu
normalnego

Rys  4. Wartoœæ dystrybuanty dla rozk³adu logistycznego

Nale¿y jeszcze raz podkreœliæ, i¿ model liniowego
prawdopodobieñstwa – w przeciwieñstwie do modelu
logitowego i probitowego – nie jest modelem, w którym
prawdopodobieñstwo jest okreœlone jako funkcja dystry-
buanty okreœlona na wartoœci liniowej funkcji zmiennych
objaœniaj¹cych, lecz jako sama wartoœæ liniowej funkcji
zmiennych objaœniaj¹cych. To w³aœnie implikuje mo¿li-
woœæ otrzymania wartoœci spoza przedzia³u [0;1]. Jed-
nak mo¿na oczywiœcie zmodyfikowaæ model liniowego
prawdopodobieñstwa poprzez wziêcie dystrybuanty roz-
k³adu jednostajnego. W praktyce tak siê czasem czyni,
gdy¿ w przypadku otrzymania wartoœci wy¿szej od 1 –
przyjmuje siê 1, zaœ w przypadku otrzymania wartoœci
ni¿szej od 0 – przyjmuje siê 0. Jednak klasyczny model
liniowego prawdopodobieñstwa takiej mo¿liwoœci nie
uwzglêdnia.
Z praktycznego punktu widzenia istotne jest oszacowa-
nie modeli regresji z jakoœciow¹ zmienn¹ objaœnian¹.
S¹ to modele regresji, wiêc mo¿na tu stosowaæ klasycz-
ne metody estymacji. Jedn¹ z nich jest metoda najmniej-
szych kwadratów. Jednak z uwagi na zjawisko hetero-
skedastycznoœci sk³adnika losowego powinna byæ tu za-
stosowana wa¿ona metoda najmniejszych kwadratów.
Oszacowany model mo¿e byæ zastosowany w odniesie-
niu do ka¿dego analizowanego obiektu w celu wyzna-
czenia oszacowania prawdopodobieñstwa zagro¿enia
ryzykiem. Oczywiœcie u¿ytkownik modelu (decydent)
powinien przyj¹æ wartoœæ prawdopodobieñstwa progowe-
go, którego przekroczenie powoduje generowanie sygna³u
ostrzegawczego.
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