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Streszczenie

Autorzy postawili sobie w artykule zadanie przedefiniowanie rachunku Ordered
Fuzzy Numbers wprowadzonego przez Witolda Kosinskiego. Przyczynkiem do za-
mieszczonych rozwazan byla ostatnia dekada badan. podczas ktdrej autorzy czesto
musieli odpiera¢ zarzuty kierowane przez niektérych badaczy wobec tego systemu
obliczen na liczbach rozmytych. W artykule przedefiniowano zatem sama liczb¢ OFN
z podejscia funkcyjnego na podejscie wektorowe tworzac vVOEN (Vectorial Ordered
Fuzzy Numbers). Autorzy przedstawili rozwigzanie problemu tzw. niewlasciwych
liczb OFN, czyli liczb o niewypuktych ksztaltach. Rozwigzali nierozwigzany przez
Kosinskiego problem poréwnywania liczb OFN. Zniwelowali réwniez niezrozumiatg
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dla wielu badaczy ceche przyrastania stopnia wielomianéw funkcji zboczy narastaja-
cych i opadajacych, jaki mial miejsce podczas wykonywania dziatan iloczynu i ilorazu
liczb OFN, co skutkowalto krzywoliniowymi wykresami funkcji tych zboczy. Dzigki
redefinicji wszystkie pozytywne wlasciwosci OFN zostaja zachowane, a niedogodnosci
zniwelowane. Autorzy wyrazaja przekonanie, ze dzieki podej$ciu vVOFN arytmetyka ta
znajdzie jeszcze wiecej zastosowan jako prosta, niezawodna, jednoznaczna i niezwykle
tatwa w implementacji.

Stowa kluczowe: logika rozmyta, liczby rozmyta, OFN, vOFN

VECTORIAL MODEL OF ORDERED FUZZY NUMBERS (vOFN)
Abstract

In the article, the authors set themselves the task of redefining the Ordered Fuzzy
Numbers calculus introduced by Witold Kosinski. The last decade of research contri-
buted to the presented considerations. during which the authors often had to refute
the accusations made by some researchers against this system of calculations on fuz-
zy numbers. Therefore, the article redefined the number of OFNs from a functional
approach to a vector approach, creating vVOFN (Vectorial Ordered Fuzzy Numbers).
The authors presented a solution to the so-called incorrect OFN numbers, i.e. num-
bers with non-convex shapes. They solved the problem of comparing OFN numbers
unsolved by Kosinski. They also eliminated the feature, which is incomprehensible
to many researchers, of the increase in the degree of the polynomial functions of the
rising and falling edges, which took place when performing the operations of the
product and quotient of OFN numbers, which resulted in curvilinear graphs of the
functions of these edges. Thanks to the redefinition, all the positive properties of OFN
are preserved and the disadvantages are eliminated. The authors believe that thanks
to the VOFN approach, this arithmetic will find even more applications as it is simple,
reliable, unambiguous and extremely easy to implement.

Keywords: fuzzy logic, fuzzy sets, OFN, vOFN

Wstep

Wprowadzenie teorii zbioréw rozmytych przez Zadeha' spowodowato szybki
rozwdj jednej z najlepiej skomercjalizowanych dziedzin sztucznej inteligenciji.
W miare rozwoju teorii, wielu autoréw angazowato si¢ w opracowywanie aryt-

' L. Zadeh, Outline of new approach to the analysis of complex systems and decision process,

“IEEE on Systems, Man and Cybernetics” 1973, SMC-3, 28-44.
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metyki umozliwiajacej operacje na liczbach rozmytych?. Prawdopodobnie naj-
bardziej znana z nich, ze wzgledu na popularno$¢ jej autoréw, jest arytmetyka
LR zaproponowana przez Duboisa i Prade’a’. Interesujace podejscie, ktérym jest
ograniczona arytmetyka rozmyta (CFA), mozna znalez¢ w artykufach Klira® oraz
w artykule Chang’a i Hung’a®. Innym podejsciem jest arytmetyka RMD zapropo-
nowana przez Piegata i Plucinskiego®. Jednak najwazniejsza z punktu widzenia
niniejszego artykutu jest arytmetyka OFN zaprezentowana przez Kosinskiego’.
Ta arytmetyka zdobyla wielu zwolennikéw ze wzgledu na kompletnos¢ systemu
obliczeniowego, ktéry w terminologii algebraicznej jest pierscieniem. Jednakze
pojawily si¢ réwniez sceptyczne i czasami krytyczne opinie, ktére gtéwnie podno-
sity dwa zarzuty wobec tej arytmetyki. Jednym z nich byly liczby niekonweksowe
w OFN o ksztaltach trudnych do interpretacji przez badaczy przyzwyczajonych
do klasycznego rachunku®. Drugi zarzut dotyczyl krzywoliniowych charaktery-

*  S. Abbasbandy, B. Asady, Ranking of fuzzy numbers by sign distance, “Inform. Sciences” 2006,
176, 2405-2416; B. Asady, A. Zendehnam, Ranking fuzzy numbers by distance minimization,
“Applied Mathematical Modelling” 2007, 31, 2589-2598.; . M. Adabitabar, G. Fath-Tabar,
Z.Eslampia, The similarity measure of generalized fuzzy numbers based on interval distance,
“Applied Mathematics Letters” 2012, 25(10), 1528-1534.

*  R. Bucko, T. Vince, J. Molnar, J. Dziak, A. Gladyr, Safety system for intelligent building, in:
International Conference on Modern Electrical and Energy Systems (MEES), IEEE 2017,
pp- 252-255; . Baumgart, B. Sangho, A case study of the effectiveness of new methods of swarm
optimization compared to known methods, “Studies and Materials in Applied Computer
Science” 2021, 13 (1), 47-50, ISSN 1689-6300.

* J. Czerniak, D. Ewald, M. Macko, G. Smigielski, K. Tyszczuk, Approach to the monitoring of
energy cosumption in eco-grinder based on abc optimization, “Beyond Databases, Architec-
tures And Structures, Bdas” 2015, 521, 516-529; J. M. Czerniak, Ofnant method based on tsp
ant colony optimization, in: Prokopowicz, P, Czerniak, J. M., Mikolajewski, D., Apiecionek,
L., Slezak, D. (eds.) Theory and Applications of Ordered Fuzzy Numbers. A Tribute to Professor
Witold Kosinski, chap. 12, “Studies in Fuzziness and Soft Computing” 2017, pp. 207-222;
J. M. Czerniak, Ordered fuzzy numbers applied in selected swarm optimization algorithms,
Bydgoszcz 2019.

> C.Cheng, A new approach for ranking fuzzy numbers by distance method, “Fuzzy Sets Syst”
1998 (95), 307-317.

¢ A. Piegat, M. Plucinski, Computing with words with the use of inverse rdm models of mem-
bership functions, “International Journal of Applied Mathematics and Computer Science”
2015, 25 (3), 675-688.

7 B. Dorohonceanu, B. Marin, A simple method for comparing fuzzy numbers, 2002; K. Dy-
czkowski, A less cumulative algorithm of mining linguistic browsing patterns in the world
wide web, 2007; D. Ewald, J. Czerniak, H. Zarzycki, Ofnbee method used for solving a set of
benchmarks, in: Kacprzyk, J. e.a. (ed.) Advances in Fuzzy Logic and Technology 2017. IWIF-
SGN 2017, EUSFLAT 2017, “Advances in Intelligent Systems and Computing” 2018, vol.
642, pp. 24-35; W. Dobrosielski, J. Czerniak, J. Szczepanski, H. Zarzycki, Two new defuzzi-
fication methods useful for different fuzzy arithmetics, in: et al.,, A.K. (ed.) Uncertainty and
Imprecision in Decision Making and Decision Support: Cross-Fertilization, New Models and
Applications. IWIFSGN 2016, “Advances in Intelligent Systems and Computing” 2018, vol.
559, pp. 83-101.

8 J. Kacprzyk, A. Wilbik, Using fuzzy linguistic summaries for the comparison of time series:
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styk krawedzi wzrostu i spadku w operacjach mnozenia i dzielenia. Zjawisko to
wynikalo ze zmiany stopnia funkcji wielomianowych opisujacych krawedzie’.
Kolejnym problemem napotkanym przez badaczy byl problem poréwnywania
OFN. Problem poréwnywania liczb rozmytych nie jest nowy i nie dotyczy tylko
czy tez gltéwnie liczb w notacji OFN'". Badania w tej dziedzinie prowadzone
sq od 1977 roku przez Zadeha, Yagera i Kaufmana, oraz Changa i Amado'".
Z kolei w obecnym wieku Bortolan, Degani i Dadgostar dokonali przegladu
niektérych metod poréwnywania zbiorow rozmytych'? gdzie zaproponowali
spdjna metode zwana Metoda Cze¢sciowego Poréwnania (PCM)". W kolejnych
latach Wang i Kerre prébowali sformulowa¢ reguty i aksjomaty majace na celu
uporzadkowanie sposobéw poréwnywania liczb rozmytych. Dzieki tym kryte-
riom autorom udalo si¢ dokona¢ systematycznego poréwnania szerokiej gamy
metod rangowania liczb rozmytych'*. W kolejnych latach opracowano nowe
podejscia do problemu poréwnywania liczb rozmytych. Jednym z tych podejs¢
byto zaprezentowane w badaniu autorstwa Dobrosielskiego, Czerniaka i innych,
ktérzy w 2018 r. zaproponowali'® wykorzystanie kilku oryginalnych operatoréw

an application to the analysis of investment fund quotations, “IFSA/EUSFLAT Conf” 2009,

pp. 1321-1326.
T. Hajjari, A new improved method for comparing fuzzy numbers by centroid point, “Jour-
nal of Mathematical Extension” 2016, 10 (2), 1-23; W. Guixiang, L. Jing, Approximations
of fuzzy numbers by step type fuzzy numbers, “Fuzzy Sets and Systems” 2017, 310, 47-59;
P. Jacko, D. Kovac, R. Bucko, T. Vince, O. Kravets, The parallel data processing by nucleo
board with stm32 microcontrollers, in: International Conference on Modern Electrical and
Energy Systems (MEES), “MEES” 2017, pp. 264-267; K. Galas, Drive unit as a replacement
for the platform, “Studies and Materials in Applied Computer Science” 2020, 12 (1), 10-14.
10 'W. Kosinski, On fuzzy number calculus, “International Journal of Applied Mathematics and
Computer Science” 2006, 16 (1), 51-57; W. Kosinski, On soft computing and modeling. Image
Processing Communication, in: “International Journal with special section: Technologies of
Data Transmission and Processing, held in 5th International Conference INTER-POR” 2006,
11 (1), 71-82; W. Kosinski, K. Frischmuth, D. Wilczynska-Sztyma, A New Fuzzy Approach
to Ordinary Differential Equations, in: Rutkowski, L., Scherer, R., Tadeusiewicz, R., Zadeh,
L.A., Z'urada, ].M.(eds.) Proceedingsof[CAISC2010, Part L., "Lecture Notes in Computer
Science” 2010, vol. 6113, pp. 120-127.

R. Yager, A procedure for ordering fuzzy subsets of the unit interval, “Inform. Sciences” 1981,
24,143-161; A. Marszalek, T. Burczynski, Modeling and forecasting financial time series with
ordered fuzzy candlesticks, “Information Science” 2014, 273, 144-155.

E. Szmidt, J. Kacprzyk, Distances between intuitionistic fuzzy sets, “Fuzzy Sets and Systems”
2000, 114, 505-518; L. Trana, L. Ducksteinb, Comparison of fuzzy numbers using a fuzzy
distance measure, “Fuzzy Sets and Systems” 2002, 130, 331-341.

S. Zadrozny, J. Kacprzyk, On the use of linguistic summaries for text categorization, in: Pro-
ceedings of IPMU, 2004, pp. 1373-1380; H. Zarzycki, Application of the finite difference cn
method to value derivatives, “Studies and Proceedings of Polish association for Knowledge
Management” 2011, 42, 267-277.

Y. Wang, Y. Luo, Area ranking of fuzzy numbers based on positive and negative ideal points,
“Comput. Math. Appl” 2009, 58, 1763-1779.

J. M.. Czerniak, W.T. Dobrosielski, I. Filipowicz, Comparing fuzzy numbers using defuzzifi-
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wyostrzania w procesie poréwnywania liczb rozmytych w notacji OFN'¢. Niniejszy
artykul przedstawia rozwigzania wyzej wymienionych probleméw i rzekomych
niedoskonatosci kalkulacji OFN, poprzez wprowadzenie redefinicji tej arytmetyki
okreslanej w kolejnym akapicie jako Wektorowe Skierowane Liczby Rozmyte.

1. Wektorowe Skierowane Liczby Rozmyte (VOFN)

W odniesieniu do definicji Skierowanych Liczb Rozmytych sformulowane;
przez Kosinskiego'/, Wektorowe Skierowane Liczby Rozmyte s3 zdefiniowane
W nastepujacy sposob.

Definicja 1. Wektorowa Skierowana Liczba Rozmyta

W ogdlnosci, Wektorowe Skierowane Liczby Rozmyte przyjmujq ksztatt trapezu
o wspotrzednych Ala,b,c,d]. Trapez ten jest utworzony przez uporzgdkowang pare
wektoréw >F,, >G,. Wektory te posiadajg nastgpujgce wspotrzedne: >F, zaczy-
na si¢ w punkcie f0(a, 0) i koticzy w punkcie f1(b, 1), natomiast >G, zaczyna sie
i koticzy w punktach gl(c, 1), g0(d, 0) odpowiednio. Kierunek, zwrot oraz wartos¢
obu wektorow bezposrednio wywodzg sig¢ z prostej tgczgcej wspomniane punkty.

G
NS

Rysunek 1. Liczba vVOFN jako uporzadkowana para wektoréw

T

Liczbe vOFN definiuje si¢ takze w oparciu o funkcje przynaleznosci liczby
OFN.

cators on ofn shapes, in: Prokopowicz, P, Czerniak, J. M., Mikolajewski, D., Apiecionek, L.,
Slezak, D. (eds.) Theory and Applications of Ordered Fuzzy Numbers. A Tribute to Professor
Witold Kosinski, “Studies in Fuzziness and Soft Computing” 2017, chap. 6, pp. 207-222; ].M.
Czerniak, H. Zarzycki, Artificial acari optimization as a new strategy for global optimization
of multimodal functions, “Journal of Computational Science” 2017; J. M. Czerniak, Ordered
fuzzy numbers applied in selected swarm optimization algorithms, Bydgoszcz 2019.

J. M. Czerniak, H. Zarzycki, D. Ewald, AAO as a new strategy in modeling and simulation
of constructional problems optimization, “Simulation Modelling Practice and Theory”
2017; J. M. Czerniak, H. Zarzycki, L. Apiecionek, W. Palczewski, P. Kardasz, A cellular
automata-based simulation tool for real fire accident prevention, “Mathematical Problems
in Engineering” 2018, 3058241, 1-12.

W. Kosinski, On soft computing and modeling. Image Processing Communication, “Interna-
tional Journal with special section: Technologies of Data Transmission and Processing, held
in 5th International Conference INTER-POR” 2006, 11(1); W. Kosinski, On fuzzy number
calculus, “International Journal of Applied Mathematics and Computer Science” 2006,
16 (1), 51-57.
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Definicja 2. Funkcja przynaleznosci liczby OFN

Funkcjg przynaleznosci skierowanej liczby rozmytej A nazywamy funkcje
UA(x): R > [0, 1] okreslong dla x € R nastepujgco:

x & suppa = pa(x) =0 (12)
x € (13,14) = palx) =1
x € suppa Ax & (13,13) = pa(x) = max(f" (x), 87" ()

Definicja 3.

Wektorowa Skierowana Liczba Rozmyta jest rozumiana jako trojka A = (R,
pA, S,), gdzie uA: R > [0, 1] jest funkcjg przynaleznosci tej liczby, a S, € {~1, 0,
1} oznacza porzgdek.

Graficzne przedstawienie skierowanej liczby rozmytej A jest parg A = (C,, S,),
gdzie S, reprezentuje skierowanie, zas C, € R’ jest krzywq funkcji przynaleznosci
Y zdefiniowang nastepujgco:

(1)
Vyeo1(Ca = (La,pa) x {0} U[15,15] x {1} UF, U F]

dla>F, i —>G, € R’ bedgcych wektorami zboczy narastajgcego i opadajgcego
odpowiednio.

Definicja 4. Pozytywne i negatywne skierowanie liczby'®

Ze wzgledu na swéj porzgdek, liczby rozmyte mozna podzieli¢ na dwie kategorie:
« VOFN o dodatnim porzgdku - kierunek porzgdku zbiega si¢ z kierunkiem osi

0OX,

o VOEN o ujemnym porzgdku - kierunek porzgdku jest przeciwny do kierunku
osi OX.

, balz) a.) L Ha@)

1 1

b.)

x
>

a

Ja0) fa(1) 94(1) 94(0) 94(0) aa(1) fa1) 14(0)

Rysunek 2. Liczba rozmyta skierowana a.) pozytywnie b.) negatywnie

18 'W. Kosinski, P. Prokopoyvicz, D. Slezak, On algebraic operations on fuzzy numbers, in: Klo-
potek, M.A., Wierzchon, S.T., Trojanowski, K. (eds.) Intelligent Information Processing and
Web Mining: Proceedings of the International IIS: IIPWM 03 Conference held in Zakopane,
Poland, June 2-5, 2003, pp. 353-362. Springer, Berlin, Heidelberg 2003.
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Definicja 5. Liczba przeciwna vOFN.

Liczba przeciwna do liczby A jest oznaczana jako -A, i jest to liczba uzyskana
poprzez odbicie lustrzane wzgledem osi OY. Przeciwne liczby vOFN sq zatem prze-
ciwnym skierowaniem w stosunku do pierwowzoru.

. palz) A
1

- -3 -2 -1 2 3
94(0) 9a(1) fa(1) Ja(0) Ja(0) fa(1) 9a(1) 94(0)

Rysunek 3. Liczba vOFN A oraz liczba do niej przeciwna -A

Definicja 6. Odwrodcenie skierowania liczby vOFN [21].

Odwrécenie skierowania liczby rozmytej A polega na zamianie kolejnosci pary
wektoréw zbocza narastajgcego (wektora > F,) oraz zbocza opadajgcego (wektor
> G,). W efekcie uzyskiwana jest liczba B definiowana jako uporzgdkowana para
wektoréw (> F, > G,). Operacja ta jest zapisana nastgpujgco:

2
eplB = Al 5 = ELAT = N

gdzie:

A to uporzgdkowana liczba rozmyta zdefiniowana przez pare wektoréw
(>F,~>G,),

B to wynik operacji odwrdcenia porzqdku vOFN,

|- to symbol odwrdcenia porzgdku vOFN.

Liczba uzyskana zgodnie z powyzszg definicja nazywana jest liczbg odwrotna
VOFN lub liczbg z odwrécong orientacja (o przeciwnym skierowaniu).

Definicja 7. Suma liczb vOFN [21][40][17][18]

Niech bedg dane trzy uporzgdkowane liczby rozmyte A= (> F,, > G),
B=(>F,,>G)iC=(>F_.,>G_)

Mozna powiedziec, ze C jest sumq oznaczong jako C = A + B, jesli

3)
Vye[o,l][a +F =FAGa+GCp = 6():]

Operacja sumowania liczb vVOEN o tych samych porzadkach daje ten sam
wynik co dla klasycznych wypuklych liczb rozmytych. Przyktad obliczeniowy,
ktorego wynik jest przedstawiony graficznie na ponizszym rysunku, ma naste-

pujaca postac.
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10 4 —_
— B

08 - — A+B

06 o

Hix)

04 4

02 A

00 A

Rysunek 4. Suma C=A+B liczb vOFN A = [-2, -4, -4, -7] i B = [8,3,3,1] daje wynik
C=16,1,1,6]

Definicja 8. Roznica liczb vOFN"

Niech bgdg dane trzy skierowane liczby rozmyte A= (> F,, > G,), B= (> F,,
>G,iC=(>F,,>G_). Mébwimy, ze C jest wynikiem odejmowania B od A za-
pisywanym wzorem C = A — B, jesli

- = - - = — (4)
V}IG[O,I][FA - FB — FC /\GA = GB — GC]

Odejmowanie w sensie OFN jest zatem trywialnym dodawaniem do odjem-
nej liczby przeciwnej do odjemnika A — B = A + (-B). Orientacja liczby OFN
wskazuje polozenie czesci rosnacej krzywej przynaleznosci F, wzgledem czesci
malejacej liczby rozmytej G, .

104 —_ A

08 - — AB

0.6

i)

0.4 4

0.2 4

0.0 4

T
-6 -4 -2 0 2 4

Rysunek 5. Réznica C=A-B liczb vOFN A = [-1,0,1,4] i B = [5,3,2,0] daje wynik
C=[-6,-3,-1,4]

¥ 'W. Kosinski, P. Slysz, Fuzzy Numbers and Their Quotient Space with Algebraic Operations,
“Bulletin of Polish Academy of Sciences: Mathematics” 1993, 41(3), 285-295.
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Definicja 9. Element neutralny sumy i réznicy liczb vOFN [21][40]
Wynikiem odejmowania A—A jest liczba rzeczywista r = 0. Liczba rzeczywista
r € R jest reprezentowana przez parg (> F,, > G,), przy czym:

N ()
Vye[o,l][Fr =Gy =7]

104

0.8

06

pix)

04

02

0.0 4 ;

Rysunek 6. Element neutralny [0,0,0,0] jako wynik dziatania A-A= A+(-A) gdzie A = [5,4,3,2]
i—-A=[-5,-4,-3,-2]

Definicja 10. Mnozenie liczby vOFN przez skalar®
Niech bgdg dane dwie skierowane liczby rozmyte A= (> F,, > G,) iC =
(> F.,> G_)oraz skalar r € R. Méwimy, ze C jest iloczynem A przez skalar r, jezeli

N =FeAr-Gy=Ge (6)
Vye[o,l][T'FA =Fc Ar-Ga = GcJ

10 A

— A
—_— AN
0.8 1

0.6 1

wilx)

0.4

02 A

0.0 1

=4
e
w
=
W
o
~
@

Rysunek 7. Wynik mnozenia liczby vVOFN A przez skalar r=2, gdzie C=r*A=2%[0,1,3,4]=[0,2,6,8]

2 E. Szmidt, J. Kacprzyk, Distances between intuitionistic fuzzy sets, “Fuzzy Sets and Systems”

2000, 114, 505-518; L. Trana, L. Ducksteinb, Comparison of fuzzy numbers using a fuzzy
distance measure, “Fuzzy Sets and Systems” 2002, 130, 331-341.
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Definicja 11. Iloczyn liczb vOFN
Niech bedg dane trzy skierowane liczby rozmyte A= (> F,, > G,), B= (> F,
>G,)iC=(>F_,>G_). Méwimy, ze Cjest iloczynem liczb A i B (C = A * B), jezeli

Vyepo1[Fa - Fs = Fe AGa - G = G 7
—

1 —,
gu_d__

T T T T
25 50 75 10.0 125 15.0 175 200
x

Rysunek 8. Iloczyn C=A*B liczb vOFN A = [3, 5, 5, 8] i B = [1.5, 1.5, 2, 2.5] daje wynik
C=[4.5,7.5,10,20.0]

Definicja 12. Iloraz liczb vVOFN

Niech bedg dane trzy skierowane liczby rozmyte A= (> F,, > G,), B= (> F,
>G,)iC=(>F,,>G_). Méwimy, ze C jest wynikiem dzielenia A przez B zapi-
sywanym C = A/B, jesli

(8)

10 1

0.8

0.6

uix)

04 1

02 1

0.0

Rysunek 9. Iloraz C=A/B liczb vOFN A = [3, 6, 6, 8] i B = [1.5, 1.5, 2, 2.5] daje wynik
C=12.0,4.0,3.0,3.2]
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Dzielenie jest mnozeniem przez liczbeodwrotng. Wprowadzmy zatem definicje
liczby odwrotnej w notacji OFN.

Definicja 13. Liczba odwrotna vOFN

Niech bedg dane dwie skierowane liczby rozmyte A = (FA,GA), A" = (Fg_,
G4 ). Mowimy wtedy, ze liczba odwrotna A" do danej skierowanej liczby rozmytej
A =(Fa, GA), to liczba postaci:

A =g p7 7L d ™ ?

10 —— K
— LA
038

0.6

ulx)

04

02

001 &

0 1 2 3 - 5
X

Rysunek 10. Liczby vOFN A=[5,4,2,1] oraz 1/A=[0.2, 0.25, 0.5, 1]

Definicja 14. Potega liczby vOFN

Niech bedg dane dwie wektorowe skierowane liczby rozmyte A = (> F, > G,)
iC=(>F,~> G_) oraz skalar n. Zatézmy, ze liczba A definiowana jest jako A =
[a,b,c,d]. Mowimy, ze C jest wynikiem podnoszenia liczby A do potegi n, C = A",
jesli

A" = [a",b",c",d"| = [a,b,c,d] % [a,b,c,d]%---%[a,b,c,d| (10)

przy zasotr%ez:)ené'u, ze:
A0 = [al,bl,cl,dl] =[1,1,1,1]oraz
Al = [a,b,c,d ] =[ab,cd] =A.
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10 A1 — A
— A”N
0.8 1

06 1

uix)

0.4 1

0.2 4

0.0 1

0 5 10 15 B %
Rysunek 11. Podnoszenie liczby vOFN A do potegi n, gdy A = [5,4,2,1] i n=2, daje wynik
C=[25,16,4,1]

Jak wida¢ powyzej prowadzenie wszelkich operacji arytmetycznych jest
w notacji VOFN spdjne i konsekwentne. Mozna zatem prowadzi¢ zaawansowane
rachunki w zaprezentowanej arytmetyce w réznych zastosowaniach zaréwno
w sterowaniu rozmytym jak i we wszelkich rodzajach obserwacji rozmytej.

2. Rozwiazanie problemu poréwnywania liczb rozmytych
w notacji OFN oraz vOFN

Po wprowadzeniu operacji arytmetycznych w notacji wektorowej skiero-
wanych liczb rozmytych warto przyjrze¢ si¢ problemowi poréwnywania tychze
liczb. Poréwnywanie liczb rozmytych odgrywa kluczowa role w procesach ste-
rowania. Jednakze jest to zagadnienie o znacznym stopniu zlozonosci. Pomimo,
ze porownywanie obiektow jest istotne dla wielu zastosowan w tej dziedzinie,
wciaz nie udalo si¢ jednoznacznie sformalizowaé podstawowych poje¢ takich
jak podobienstwo czy zawieranie, nad ktorymi to zagadnieniami pracowali m.in.
Adabitabar®', Khorshidi i Nikfalayar® i Dabashree®. Cze$¢ badaczy zajmujacych
sie logika rozmyta dazy do precyzyjnego zdefiniowania tych poje¢, podczas
gdy inni kwestionuja to podejscie, argumentujac, ze narzucanie sztywnych ram
moze ograniczy¢ praktyczne zastosowania. Przez lata rozwoju logiki rozmytej
wielu badaczy opracowywalo metody poréwnan zbioréw iliczb rozmytych.
Wisréd nich nie sposéb nie przywota¢ prac badawczych, ktore byly realizowane

21

R. Yager, A procedure for ordering fuzzy subsets of the unit interval,” Inform. Sciences” 1981,
24, 143-161.

> H. Zarzycki, Application of the finite difference cn method to value derivatives, “Studies and
Proceedings of Polish association for Knowledge Management” 2011, 42, 267-277.

S. Zadrozny, J. Kacprzyk, On the use of linguistic summaries for text categorization, “Pro-
ceedings of IPMU” 2004, pp. 1373-1380.
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od 1977 r. przez Zadeha, Yagera, Kaufmana, Changa i Amado*. Bortolan, De-
gani i Dadgostar dokonujac w obecnym juz wieku przegladu niektérych metod
poréwnywania zbioréw rozmytych [50], wybrali powszechnie znanych badaczy
i ich metody, uwzgledniajac m.in. pierwszy, drugi i trzeci indeks Yagera, algorytm
Changa i metody Amado®. W zestawieniu tym znalazly si¢ réwniez metody Baasa
i Kwakernaaka, metody Baldwina i Guild metoda Kerre’a [53]. Innym znanym
podejsciem jest metoda Jaina oraz oczywiscie zaproponowany przez Dubois
i Prade, klasykow dziedziny, zestaw czterech faktoréw (NSD, ND, PSD, PD) [4].
W roku 2010 ukazat si¢ artykul, w ktérym Dadgostar i Kerr* zaproponowali
spojna metode o nazwie Partial Comparison Method (PCM). W kolejnych latach
m.in. Wang i Kerre podj¢li si¢ zadania sformufowania regut i aksjomatdéw, ktdre
mialy uporzadkowac sposoby poréwnywania liczb rozmytych. Zastosowanie tych
kryteriow pozwolifo autorom dokonaé systematycznego poréwnania szerokiej
gamy rozmytych metod rankingowych”. W kolejnych latach pojawily sie¢ nowe
podejscia do problemu poréwnywania liczb rozmytych. Wéréd nich mozna
wymieni¢ wspomniane we wstepie prace Dobrosielskiego i Czerniaka®, ktérzy
w 2018 r. zaproponowali uzycie kilku autorskich operatoréw wyostrzania w pro-
cesie poréwnywania liczb rozmytych w notacji OFN.

W niniejszym paragrafie przedstawiona zostanie nowa miara podobienstwa.
Nawigzuje ona do propozycji Carberry wzmiankowanej w poprzednim paragrafie.
Nalezy jednak podkresli¢, ze nowa miara niweluje wrazliwo$¢ metryki na warto-
$ci bliskie zera, ktéra w mierze Carberry bylg istotng niedogodnoscia. Metryka
JC jest dedykowana do poréwnywania skierowanych liczb rozmytych, cho¢ po
zignorowaniu elementéw definicji, ktore odnoszg si¢ do specyfiki OFN, mogtaby
by¢ stosowana w innych arytmetykach liczb rozmytych.

Nawigzujac do podanej w poprzednim paragrafie definicji wektorowej skiero-
wanej liczby rozmytej wiemy, ze liczba OFN jest uporzadkowang parg wektoréw
zbocza narastajacego f oraz zbocza opadajacego g. W dalszej czedci rozwazan, aby

2 L. Zadeh, Outline of new approach to the analysis of complex systems and decision process,

“IEEE on Systems, Man and Cybernetics” 1973, SMC-3, 28-44.

Tamze.

% W. Guixiang, L. Jing, Approximations of fuzzy numbers by step type fuzzy numbers, “Fuzzy
Sets and Systems” 2017, 310, 47-59.

¥ Y. Wang, Y. Luo, Area ranking of fuzzy numbers based on positive and negative ideal points,
“Comput. Math. Appl” 2009, 58, 1763-1779; T. Hajjari, A new improved method for com-
paring fuzzy numbers by centroid point. “Journal of Mathematical Extension” 2016, 10 (2),
1-23.

2 W. Dobrosielski, J. Czerniak, J. Szczepanski, H. Zarzycki, Two new defuzzification meth-
ods useful for different fuzzy arithmetics, in: et al., A.K. (ed.) Uncertainty and Imprecision
in Decision Making and Decision Support: Cross-Fertilization, New Models and Applica-
tions. IWIFSGN 2016, “Advances in Intelligent Systems and Computing” 2018, vol. 559,
pp- 83-101.
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byty one czytelne zaréwno dla oryginalnej notacji OFN jak i vOFN, odwotywa¢
sie bedziemy poczatkami i koncami wspomnianych wektoréw czynigc z nich
wspolrzedne charakterystyczne dla liczb OFN/VOEN t. A[f, . £, 1 8,1y 840)]-

Lemat 1.

Niech bedg dane dwie liczby OFN A i B, z ktérych kazda reprezentowana jest
przez zbior czterech wartosci granicznych funkcji zbocza narastajgcego i opadajg-
cego, co dla liczby A stanowi zbior { f, .. f, 1> 810y 8u))> @ dla liczby B natomiast
{Fs0p Jsiy 851y 850} Poréwnanie liczb A i B polega na obliczaniu wartosci metryki
JC wyrazonej ponizszym wzorem.

1 Fai—fBi 1 G 9B (11)
O = El_ A SR = _SAL SE(L)
1€ = Zizo T Tolep ) T 250 Tga [ *lame]

gdzie uwzglednic nalezy warunek, iz |f, .| +[f, |=0 lub |g, . |+|g,, |=0.

W przypadku spetnienia tego warunku, nalezy zastosowac przesuniecie afinicz-
ne obu liczb OFN w kierunku narastania osi OX. Realizuje si¢ to poprzez dodanie
wartosci 1 do kazdej ze wspotrzednych obu liczb. Zabieg ten nalezy stosowac az do
zaniku wartosci zero w kazdym mianowniku.

Definicja 15.

Jezeli wartos¢ metryki JC przyjmuje wartosc 0 i obie liczby rozmyte A i B majg
jednakowe skierowanie, oznacza to, ze obie liczby sg réwne.

Definicja 16.

Jezeli wartos¢ metryki JC przyjmuje wartosc¢ 0 i liczby rozmyte A i B majqg prze-
ciwne skierowanie, wtedy wigkszq jest liczba skierowana pozytywnie.

Definicja 17.

Jezeli wartos¢ metryki JC<0, wtedy liczba rozmyta A jest mniejsza niz liczba B.
Dzieje sig tak niezaleznie od skierowania liczb rozmytych A i B.

Definicja 18.
Jezeli wartos¢ metryki JC>0, wtedy liczba rozmyta A jest wigksza od liczby B.
Drzieje si¢ tak niezaleznie od skierowania liczb rozmytych A i B.

2.1. Zastosowanie operatora porownan liczb rozmytych JC

Z literatury przedmiotu mozna przywotac kilka liczb rozmytych powszechnie
sosowanych do sprawdzenia operatoréw poréwnan. Liczby te zapisane w notacji
OFN wraz z wykresami przedstawiono na Rysunku 12. Dobér liczb jest nieprzy-
padkowy, wida¢ wsrdd tego zestawu zaréwno liczby rozlaczne jak i zawierajace
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sie jedna w drugiej, co stanowi¢ moze pewne wyzwanie w interpretacji, ktére nie
pojawia sie w dziedzinie liczb rzeczywistych.

——18 25 25 9

Liczba rozmyta A[1.8, 2.5, 2.5, 5.0]

—1_25 25 4

Liczba rozmyta C[1.0, 2.5, 2.5, 4.0]

L

s 25 4 45

Liczba rozmyta E[1.5, 2.5, 4.0, 4.5]

—pe 35 35 4]

Liczba rozmyta B[0.8, 3.5, 3.5, 4.0]

—p 25 25 3

Liczba rozmyta D[2.0, 2.5, 2.5, 3.0]

——15 25 25 45

Liczba rozmyta F[1.5, 2.5, 2.5, 4.5]

Rysunek 12. Zestaw liczb rozmytych uzywanych w testowaniu operatoréw poréwnan
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Zastosowanie metryki JC opisanej w poprzednim paragrafie pozwoli na
dokonanie poréwnania wartosci liczb rozmytych i ich klasyfikacji. Kazdej parze
poréwnywanych liczb zostanie przyporzadkowana liczba bedaca odpowiadajaca
im warto$cig metryki JC. Po zastosowaniu regul rozpoznawania podobienstwa
sformutowanych w definicjach podanych w poprzednim paragrafie mozliwe
bedzie okreslenie relacji, jakie zachodza pomiedzy poszczegolnymi parami liczb
rozmytych. Dla podanych powyzej liczb rozmytych oraz dla innych zaczerpnie-
tych z literatury przedmiotu wyliczono ponizej warto$ci metryki JC. Na koncu
dodano réwniez pare liczb, ktérych wartosci dobrano w sposdéb generujacy btad
dzielenia przez zero. Taki scenariusz zdarzen zostal przewidziany w definicji
i odpowiednia regula zostala tam zastosowana.

A[3.0,3.5,3.5,4.0] JCuy = —019 5 H < I
B[4.0,4.5,4.5,5.0] j[1.5,2.5,4.0,4.5]
JC,p = —050 3 A<B K[1.5,2.5,2.5,4.5]
€[1.8,2.5,2.5,5.0] L[1.5,2.5,2.5,3.5]
D[0.8,3.5,3.5,4.0] JCg =023 5] =K
JCop =0,16 5 C> D JCo =013 5K > L
E[2.0,4.5,4.5,5.0] JC,; =—036 > L <]

F[2.0,3.5,3.5,5.0] P[0.0, —2.0,2.0,0.0]

G[2.0,2.5,2.5,5.0] ([0.0,0.0,0.0,0.0]

Corp =025 E=>=F
ICer ' JCpg = blad dzielenia przez 0
JCr, =033 2F>0G ,

P'[1.0,—1.0,3.0,1.0]
Qr [1.(],1.[],1.(],1.[]]

JCpgr = —0,50 > P < @

JCez = —057 G < E
H[1.0,2.5,2.5,4.0]

1[2.0,2.5,25,3.0]

Jak wida¢ powyzej, wszystkie wyliczenia umozliwily jednoznaczne okreslenie
relacji pomiedzy poszczegélnymi skierowanymi liczbami rozmytymi. Ostatnia
para poréwnywanych liczb, jakimi byly P i Q, wygenerowata blad dzielenia przez
zero. Zgodnie z warunkiem w Lemacie 1, konieczne byto zastosowanie przesunie-
cia afinicznego obu liczb wzgledem osi OX. Uzyskane w ten sposéb nowe liczby
P’ 1 Q nie wykazujg juz bledu i mozliwe jest wyliczenie metryki.

ZASTOSOWANIA METOD INTELIGENCJI OBLICZENIOWE]...



288 Jacek M. Czerniak, Andrzej 7.ak, Beata Marciniak

Otrzymane w poprzednim paragrafie wyniki sg jednoznaczne i interpretacja
ich nie przynosi probleméw. Prawidlowe sformulowanie Lematu 1 skutkuje moz-
liwoscig rozwigzania nieokreslonosci spowodowanej przez btad dzielenia przez
zero, ktdry moze pojawic sie w trakcie obliczen metryki JC. Zabezpieczenie to
byto od razu uwzglednione podczas projektowania metryki. Mimo, iz metryka
JC dziala dla réwnych wartosci liczb rozmytych znajdujacych sie w réznych
przedziatach wartosci, wlasciwym bytoby poréwnaé¢ wyniki uzyskane dzieki
jej dzialaniu z pomystami innych naukowcéw. Na Rysunku 13 przedstawiono
zestawienie dziatania metryki JC z innymi metodami. Generalnie interpreta-
cja wynikow jest nastepujaca, wigksza warto$¢ faktora wskazuje liczbe wigksza
wg danej metryKki. Jest to zestawienie koncepcji, ktérych dzialanie jest zblizone
do poréwnywania wyostrzonych wartosci liczb rozmytych, co nie byto celem
autorow niniejszej publikacji. Metryka JC, jak juz opisano powyzej, umozliwia
poréwnanie dwoch liczb rozmytych bez ich wyostrzania czy quasi wyostrzania.
Innymi slowy nie zmienia si¢ dziedziny z liczb rozmytych na liczby rzeczywiste
w celu wykonania poréwnania.

Autor Metoda | A, B C,D E F EG G,E H,1 LK KL L]
Czerniak JC A<B C>D E>F P>G G<E H<I J>K K>L L<J
GR A<B C>D E<F F=G G>E H>I J=K K>L L]

Dobrosielski ML A>B C>D E>F F=G G<E H=I J>K K>L <]
TR A<B C<D E<F F>G G>E H<I J>K K<L L<]

F1 A<B C>D E>F G G<E H= J>K K>L L<]

Yager F2 A<B C<D E>F F>G G<E H>I =K K>L L<J

F3 A<B C>D E>F F>G G<E H=I J>K K>L L<]

Chang CH A<B C>D E>F F>G G<E H>I J>K K>L L<]
0.9M A<B C<D E>F G G<E H>1 J>K K>L L<J

Adamo 0.9m A<B C<D E>F F>G G<E H>I J>K K>L L<J

0.5 A<B C>D E>F F>G G<E H>I J>K K>L L<J

Baas-Kwakkernaak BK A<B C<D E>F F>G G<E H=l J=K =L L=]
lap A<B C>D E>F F>G G<E H<l I>K K>L L<]

Baldwin-Guild g A<B C>D E>F F>G G<E H>1 J>K K>L L<J
ra A<B C>D E>F F>G G<E H<I J>K K>L L<J

Kerre K A<B C>D E>F G G<E H=I J>K K>L L<J

=1 A<B C<D E>F F>G G<E H>I J>K K>L L<J

Jain k=2 A<B C>D E>F F>G G<E H>1 J>K K>L L<]
k=0.5 A<B C<D E<F F>G G<E H>1 J>K K>L L<J

PD A<B C<D E>F F>G G<E H=I J=K K=L L=

Dubois-Prade PSD A<B C>D E>F F>G G<E H>I I>K K>L L<]
ND A<B C>D E>F F>G G<E H<I J=K K=L L=]

NSD A<B C<D E>F F=G G<E H=I J=K K=L L=

Lee-Li Um A<B C>D E>F F>G G<E H=I J>K K>L <]

Pm A<B C<D E>F F>G G<E H=I J>K K>L L<]

Dadgostar-Kerr PCM A<B C>D E>F F>G G<E H=I J>K K>L <]
Dorchonceanu-Marin B2 A<B C>D E>F F>G G<E H=| K K>L L<J
B2x A<B C>D E>F F>G G<E H=! =K K>L L<]

Rysunek 13. Zestawienie wynikéw réznych metod poréwnywania liczb rozmytych
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2.3 Podsumowanie koncepcji operatora poréwnan liczb vOFN i OFN

Przedstawione w tym paragrafie badania dotycza nowej metody rozwigzania
problemu poréwnywania liczb rozmytych. Jak przedstawiono w powyzszych
paragrafach istnieje wiele podejs¢ do rozwigzania tego zagadnienia. Wigkszos¢
z nich jawnie lub niejawnie prowadzi do opuszczeni dziedziny liczb rozmytych
i poréwnanie wykonuje w dziedzinie liczb rzeczywistych. Autorzy postawili sobie
za cel przygotowanie operatora poréwnan, ktory nie zmieni dziedziny, w ktdrej
wykonywane s3 operacje relacyjne. Zaproponowany operator pordwnan dziata
intuicyjnie na liczbach rozmytych, podobnie jak analogiczne operatory w innych
systemach liczbowych. Zaproponowana metryka JC zostala przetestowana na licz-
bach, ktére w cytowanych publikacjach inni autorzy wykorzystali do sprawdzenia
swoich operatoréw. W czesci eksperymentalnej artykulu obliczenia wykonano
na liczbach w notacji OFN skierowanych pozytywnie. Z wlasciwosci liczb OFN
wiadomo, ze liczby te zachowuja sie identycznie do liczb klasycznych. Rezultaty,
jakie uzyskano w procesie pordwnania wybranego zestawu liczb rozmytych,
potwierdzajg dobre dzialanie operatora. Wyniki nie wykazaly zadnych anomalii,
metryka JC okredlila liczby w takiej samej relacji, w jakiej ustalita je wigkszos¢
innych autoréw w swoich podejsciach. Nalezy zatem uzna¢, ze zaproponowany
operator poréwnan JC jest skutecznym sposobem wykrywania podobienstw
i réznic pomiedzy liczbami rozmytymi bez opuszczania dziedziny liczb roz-
mytych. Ponadto obliczenia te nie s3 skomplikowane i nawet wielokrotne ich
wykonywanie nie bedzie kosztowne obliczeniowo. Wstepne eksperymenty, ktdre
przeprowadzili autorzy wykazujg, ze zaproponowane podejscie dziata réwniez
w innych notacjach liczb rozmytych. Jednakze ma to znalez¢ pelne potwierdzenie
w dalszych pracach badawczych. Do dalszych badan pozostaje kwestia przetesto-
wania metryki JC w pelnym spektrum liczb OFN, chociaz zamieszczony w pracy
przyklad, jak i inne wykonane eksperymenty wskazuja, Ze nie nalezy spodziewa¢
sie zadnych problemow.

3. Rozwigzanie problemu niewypuklych ksztaltow liczb OFN/
vOFN

Jakkolwiek definiowana, skierowana liczba rozmyta jest, zgodnie z zamystem
tworcow [41][42][43], generalizacja mozliwych ksztaltow i przybiera postac trape-
zu. Omoéwione zostato to dos¢ doktadnie w poprzednich paragrafach. Okreslona
w Definicji 2 funkcje przynaleznosci mozna wykorzysta¢ w regulach sterowania
w sposob podobny do wykorzystania przynaleznosci klasycznych liczb rozmy-
tych [43][44]. Wszystkie wielkosci wystepujace w sterowaniu rozmytym opisuja
wybrany element rzeczywisto$ci [45]. Proces okre$lania tej wartosci nazywany

ZASTOSOWANIA METOD INTELIGENCJI OBLICZENIOWE]...



290 Jacek M. Czerniak, Andrzej 7.ak, Beata Marciniak

jest obserwacja rozmyta. Niestety, jak wielokrotnie podajg autorzy [8][46][47],
operacje arytmetyczne, mimo iz zawsze mozliwe, w domenie OFN napotykaja
trudnosci w interpretacji wérod reprezentacji liczb, o ktorych zwyklo méwic sie,
ze s3 niewtasciwe. Liczby niewlasciwe to np. takie, ktore maja supp(A) < core(A).
Oznacza to, ze podstawa liczby jest mniejsza od jej rdzenia. Interpretacja tego
typu liczby jest dyskusyjna, jednak liczba o takim ksztalcie moze by¢ wynikiem
obliczen lub argumentem do obliczen. Aby rozwigzan tego typu problem, autorzy
zaproponowali metode o nazwie Shape Normalization Operator (SNO).

3.1. Matematyczne podstawy operatora SNO

Notacja OFN, jak juz wspomniano, umozliwia w konsekwencji swoich zato-
zen istnienie liczb niewtasciwych. W ogélnosci s to liczby, ktérych wspoétrzedne
(w rozumieniu OFN) nie wykazuja jednorodnego trendu zgodnego z kierunkiem
osi OX lub do niej jednorodnie przeciwnego. Tak powstatych liczb nie sposéb
zinterpretowac przy uzyciu klasycznych notacji, a w samej notacji OFN autorzy
uchylaja si¢ od ich jednoznacznej klasyfikacji. Uporzadkowaniu tego stanu rzeczy
postuzg ponizsze definicje.

Niech Z bedzie przestrzenig liczb rozmytych. Liczba rozmyta A € Z jest
opisana przez cztery liczby rzeczywiste: a, b, ¢, d np. Ala, b, ¢, d]. Liczby te s3
nazywane wspolrzednymi A.

Definicja 18. Singleton notacji OFN/vOFN

Dla dowolnego a € R liczba rozmyta A[a,a,a,a] jest nazywana singletonem.
Zbior singletonéw oznaczamy symbolem S. Wyréznijmy trzy podzbiory P, Q, T
przestrzeni Z, zdefiniowane przez

P={A€Z: a#b}, (12
Q={A€Z: a=b A a#c},
T={A€Z: a=b=c N a#d}.

Oczywiscie zbiory P, Q, T i S sg parami rozlaczne. Rodzina F = {P, Q, T, S}
jest rozbiciem przestrzeni Ztzn. A=PUQUTUS.

Definicja 19. Skierowanie liczby OFN

Niech dana bedzie skierowana liczba rozmyta A € Z opisana przez cztery
liczby rzeczywiste A[a,b,c,d]. Skierowanie liczby rozmytej A w notacji OFN ustala
sie w nastepujacy sposob:
o liczba A € P ma skierowanie pozytywne, jesli a < b, w przeciwnym wypadku

skierowane A jest negatywne,
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o liczba A € Q ma skierowanie pozytywne, jesli a < ¢, w przeciwnym wypadku
skierowane A jest negatywne,
liczba A € T ma skierowanie pozytywne, jesli a < d, w przeciwnym wypadku
skierowane A jest negatywne.

Definicja 20. Operator normalizacji ksztattu liczby OFN

Niech dany bedzie operator ¥:A > A taki, ze W(A) = ¥(a,b,c,d) réwna sig:
(al,02,03,04), jezeli skierowanie A jest pozytywne,

(P1,P2,P3,p4), jezeli skierowanie A jest negatywne,

gdzie

o (al, a2, a3, a4) jest permutacja (a, b, ¢, d) taka, ze al < a2 < a3 < a4, czyli

¥] = minge,bodf,

oy = ming {a, b ¢, d} Y {oq }H},

oy = mind{a, b c,d}\ Joq, a2} },

g = max{a, b, e, d)

oz

(81, B, B, By) jest permutacig (a.b, o, d) tak, Ze By > 82 2 83 2 Ay
Innymi slowy ; = max{a,b, ¢,d},

B2 = max{{a,bye,d} {5 }},

85 = max{{a, b, e, d}\ {51,592} },

A4 = mind{a. b. e d).

Operator ¥ na zbiorze S jest odwzorowaniem tozsamo$ciowym, tzn.
V AES, Y(A)=A.

3.2. Katalog ksztaltow liczb OFN

W publikacji ksigzkowej Czerniaka [40] znajduje si¢ katalog wszystkich
256 mozliwych ksztaltow, jakie moze przyjac liczba Ala, b, ¢, d] w notacji OFN.
Przy czym, jak podano w paragrafie z podstawami matematycznymi, kazda ze
wspolrzednych a,b,c,d nalezy do zbioru R liczb rzeczywistych, a kolejnos¢ ich
ma znaczenie. W zwigzku z tym, Ze zbidr ksztaltow jest ograniczony wystarczy
przedstawi¢ go dla podzbioru r € R, takiego, ze V a,b,c,d € {1,2,3,4}. Ponizej
przedstawiono przykladowy zestaw liczb OFN o charakterystycznych ksztaltach,
jakie powszechnie uwaza si¢ za niewlasciwe. Tego typu ksztalty liczb rozmytych
wprowadzaja konfuzje wérod niektérych badaczy. Na kazdej z nich wykona-
no operacje normalizacji SON(A). W efekcie uzyskano zbiér liczb rozmytych
w notacji VOEN, ktory pozbawiony jest liczb niewlasciwych. Kazda z liczb jest
zrozumiala i mozliwa do jednoznacznej interpretacji.
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Rysunek 14. Normalizacja liczb OFN A1[1,3,3,2] oraz A2[3,4,1,2]

Proces normalizacji doprowadzi¢ musi do uzyskania ze wszystkich ksztaltow
liczb tzw. ksztaltéw wlasciwych. W efekcie tego zabiegu uzyskano tylko ksztalty
liczb, w ktorych wartos¢ core(A) byla nie wieksza niz wartos¢ supp(A). Tego
typu liczby nadaja sie do interpretacji w kazdych warunkach, a towarzyszace im
skierowanie w notacji VOFN pozwala nie$¢ wieksza ilo$¢ informacji niz w in-
nych notacjach. Z przeprowadzonych eksperymentéw wynika, iZ normalizacja
dotyczy 12,7% liczb mozliwych. Liczby wlasciwe nie zostaja zmienione przez
operator SNO, tak samo jak singleton. Co do zasady z obserwacji eksperymentu
normalizacji wida¢, iz liczby normalizuja si¢ jednakowo niezaleznie od skiero-
wania. Jednakze, skierowanie oryginalne jest zapisywane i nadawane liczbie po
normalizacji, gdyz niesie pozadang i kluczowa w vOFN informacje¢ o trendzie.

Konkluzja

W artykule przedstawiono redefinicje Skierowanych Liczb Rozmytych
Kosinskiego (ang. Ordered Fuzzy Numbers, OFN). Zaproponowano podejscie
za pomocy wektoréw definiujagc Wektorowe Skierowane Liczby Rozmyte (ang.
Vectorial Ordered Fuzzy Numbers, vVOEN). Zastgpiono definicje liczby OFN
jako uporzadkowanej pary funkcji definicja, ktora traktuje liczbe vVOEN jako
uporzadkowang pare wektordw. Podejscie to skutkuje rozwigzaniem proble-
moéw niewystepujacych w innych notacjach liczb rozmytych, jak cho¢by notacja
LR Dubois i Prade, gdzie nigdy nie dochodzi do zmiany charakterystyki zboczy
z prostoliniowych na krzywoliniowe. Jednoczes$nie podejscie vOFN dziedziczy
wszystkie pozytywne elementy notacji OFN zaproponowanej przez Kosinskiego.
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Ta arytmetyka jest pelnym pierscieniem, co zapewnia uzyskanie elementéw neu-
tralnych zaréwno w operacjach sumy i réznicy, jak réowniez w ilorazie i iloczynie.
Operacje w notacji VOEN respektujg zaréwno liczby trapezoidalne jak i trojkat-
ne oraz singletony. Charakterystyczna dla notacji OFN przewaga pozwalajaca
uzyskac¢ dobre wyniki dla operacji C=A+B i operacji odwrotnej X=C-A zawsze
przynosi X=B, co z zasady nie jest mozliwe w notacji LR, zostaje przeniesiona
naturalnie do notacji vOFN. Reasumujac mozna powiedzie¢, ze zaproponowana
w artykule notacja VOFN dziedziczy wszystkie pozytywne aspekty arytmetyki
OEFN oraz usuwa jej dyskusyjne wlasciwosci. Oczywiscie charakterystyczne dla
arytmetyki OFN skierowanie przeniesione zostalo do notacji vOFN. Jest ono
powszechnie kojarzone z trendem zmian, jakim towarzyszy obserwacja rozmyta
i pozwala w jednej liczbie przenie$¢ dodatkowg informacje wlasnie o kierunku
zmian. Autorzy majg nadzieje, Ze tak od$wiezona definicja arytmetyki OFN ze
wzgledu na swoja prostote, konsekwencje i fatwos¢ implementacji uzyska wiele
praktycznych zastosowan w najblizszych latach.
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